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DerAacAarmi . &
—resentacion

I presente texto, es la tercera edicién del libro Matematicas IV, destinado a estudiantes del

cuarto semestre de Bachillerato de la Universidad Auténoma de Sinaloa. Matemdticas

IV, es la asignatura en la que se estudia una introduccién a las funciones y a la geometria
analitica. Con este estudio, se promueve que el estudiante aplique los conceptos bésicos relati-
vos a las funciones, asi como los conceptos y procedimientos de la geometria analitica.
En esta tercera edicion, se ha tenido en cuenta que el concepto de funcién ademas de la dificul-
tad de su definicién, ofrece la complejidad de su simbolismo y de su representacién, asi como
una diversidad de modelos que tienen una amplia gama de aplicaciones. Ante ello, la presente
propuesta descansa en las siguientes directrices: (a%Considera.ndo que el componente grafico
resulta indispensable para la comprensién del concepto de funcién y sus procedimientos, antes
de estudiar dicho concepto, se estudia la graficacién de curvas a través del andlisis de ecuaciones
(comunmente denominada discusién de curvas). (b) Atendiendo estudios recientes, se abor-
dan las funciones enfocindolas en el hecho de que una razén de cambio define no sélo la clase
de férmula que tiene la funcién sino también las clases de situaciones que una funcién modela.
Esta forma de abordar la funcién, tiene una fuerte dependencia en la representacién tabular,
convirtiendo el trabajo con tablas en un istrumento de uso recurrente en esta propuesta. Este
enfoque particular, tiene ademds, la ventaja adicional de que facilitard el estudio de la derivada
en cursos posteriores. (c) También, se le ha dado un tratamiento més completo a las funciones
exponenciales y se dedica un apartado especial a la interpretacion de grificas. De esta manera,
se busca que el estudiante, a través del andlisis de tablas y graficas indague regularidades entre
magnitudes y cantidades que le permitan establecer la dependencia entre variables median-
te expresiones algebraicas, desarrolle la induccién empirica, la extrapolacién, la manipulacién
algebraica, la representacién simbolica literal, entre otras habilidades. El resto de las unidades
mantienen su estructura y su objetivo sigue siendo el de reforzar el tratamiento tabular, grafico
y analitico de la dependiencia entre variables.
Por lo anterior, Matematicas IV aunque favorece el desarrollo de siete de las ocho competencias
disciplinares basicas, en las que tiene una fuerte incidencia son:

» Competencia 1. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacién de pro-
cedimientos aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales, para la comprensién y
analisis de situaciones reales, hipotéticas o formales.

« Competencia 2. Formula y resuelve problemas matematicos aplicando diferentes enfoques.

« Competencia S. Analiza las relaciones entre dos o més variables de un proceso social o natural
para determinar o estimar su comportamiento.

s Competencia 8. Interpreta tablas, grificas, mapas, diagramas y textos con simbolos matem3-
ticos y cientificos.

En cuanto a las competencias genéricas, Mateméticas IV promueve principalmente, el desarro-
llo de aquellas competencias relacionadas con las categorias "se expresa y comunica (competen-
cia 4)", "piensa critica y reflexivamente (competencias Sy 6)" y "participa y colabora de manera
efectiva en equipos diversos (competencia 8)".

En esta era de la informacién, todo libro nuevo es producto de muchos otros. Cada uno de los
libros o materiales citados en la bibliografia, aportaron algo al presente trabajo, desde una idea
vaga, hasta una propuesta que sélo requiri6 de ajuste.

ATENTAMENTE
Culiacdn Rosales, Sinaloa, Diciembre de 2017
LOS AUTORES



Introduccion a las
funciones y sus graficas

unidad

Propdsito de unidad
Aplicalos conocimientos basicos sobre funciones para representar situaciones de la vida

diaria y de la ciencia, desarrollando su capacidad para construir e interpretar modelos

matematicos y para avanzar en la visualizacion de las representaciones funcionales.

Indicadores de desempefio

Aplica la técnica de la discusion de curvas, para trazar la grifica de ecuaciones sencillas.
Evaliia funciones a partir de sus distintas representaciones.

Distingue si una relacién entre magnitudes es o no una funcién.

Determina el dominio de funciones a partir de su representacién algebraica.

Determina el dominio y rango de funciones a partir de su grifica

Determina valores de funciones a partir de representaciones algebraicas, graficas y tabulares.

Cambia de una representacién funcional a otra.

Caracteriza la razén de cambio de funciones lineales, cuadriéticas y exponenciales, y las aplica para determinar sus expre-

siones algebraicas a partir de una tabla de valores.

Determina la expresion algebraica de una funcién lineal, a partir de una tabla de valores.

Determina la expresion algebraica de una funcién cuadratica, a partir de una tabla de valores.

Determina la expresion algebraica de una funcién exponencial, a partir de una tabla de valores.

Utiliza las propiedades de los logaritmos para despejar variables que son exponentes.

Utiliza la nocién de razén de cambio para interpretar el comportamiento de variables a partir de una gréfica funcional.

Realiza operaciones bésicas con funciones.

Competencias disciplinares a evaluar

2.

4,

S

Formula y resuelve problemas matemdticos, aplicando
diferentes enfoques.

Argumenta la solucién obtenida de un problema, con
métodos numéricos, grificos, analiticos o variacionales,
mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las
tecnologias de la informacién y la comunicacién.
Analiza las relaciones entre dos o mds variables de un
proceso social o natural para determinar o estimar su
comportamiento.

. Cuantifica, representa y contrasta experimental o mate-

maticamente las magnitudes del espacio y las propieda-
des fisicas de los objetos que lo rodean.

. Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y textos con

simbolos matemdticos y cientificos.

Atributos de competencias genéricas a evaluar

5.3 Identifica las regularidades que subyacen alos procesos
naturales y sociales, indagando ademés los estados de
incertidumbre que generan dichos procesos.

S5.6. Utiliza las tecnologias de la informacién y comunica-
cion para procesar e interpretar informacién.

8.3. Asume una actitud constructiva al intervenir en equi-
pos de trabajo, congruente con los conocimientos y
habilidades que posee.
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Actividad preliminar

:Por qué es importante estudiar esta unidad?

En esta unidad, estudiars el concepto de funcién. Una situacion problemética que ilustra la importan-
cia de estudiar esta unidad es la siguiente: En los noticieros aparecen a diario en el segmento clima, las
temperaturas tanto en grados Fahrenheit como en grados Celsius (centigrados). Con esta informacién
podria construirse la siguiente tabla:

Centigrados | -50 |-40 | -30| -20 |-10| 0 | 10 |20 |30 | 40
Fahrenheit |-58 |-40[-22| -4 | 14 | 32 | SO | 68 | 86 | 104

:Qué relacioén existe entre los grados Fahrenheit y los Celsius?

En la primera unidad de este curso, recordards y consolidarés tus conocimientos acerca de las funciones.
Este conocimiento promovera (entre otras) la competencia que tiene que ver con la interpretacién de
tablas y gréficas. En la situacién descrita arriba, se ilustra la representacién tabular de una funcién. En
cursos anteriores ya has estudiado este tipo de representaciones. Reflexiona lo planteado a continuacién
y una vez estudiada la unidad, vuelve a revisarlo.

o 3 i |
Actividad 1 A{pectq a evaluar: subp':foducto |
® Evidencia: Autoevaluacion 1

Segtin la informacién de la tabla, estamos en presencia de una funcién que presenta un aumento aditi-'
vo constante en los valores de salida. Si calculamos las razones de cambio, obtenemos:

-40-(-58) 9 -22-(-40) 9 “4=(-22) 9
—40-(-50) S  -30-(-40) S  —20-(-30) &

Si seguimos calculando mds razones de cambio, obtenderemos siempre el mismo resultado. Por lo
tanto, estamos en presencia de una funcién lineal, cuya ecuacién es:

y=f(x)=mx+b.
En esta ecuacién, m es el valor de la razén de cambio, es decir, m = —9~
Asimismo, b representa el valor de la funcién cuando la variable independiente es cero, es decir, b = 32.
Por lo tanto, la ecuacién que relaciona a los grados Celsius y los Fahrenheit es:

y=fla) = %x-i- 32.

Resuelve: utilizando esta férmula, verifica que para x = 50, el valor de y es 122.

11
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1 . 1 Sistema de coordenadas rectangulares

Desde la escuela primaria estds familiarizado con los sistemas de coordenadas rectangulares; es muy

probable que hayas usado este recurso para decirle a una persona que vaya de un punto a otro. Para tal

fin, se suele decira la persona que recorra cierta distancia en una direccién y luego otra distancia en otra
) P 9 ylueg

direccién.

Por ejemplo, para dar orientaciones de manera | I
2 ] — (s Calle 5
que se pueda ir del punto A al punto B de la cuadri- Juntode |
3 . | |
cula de la derecha, podria decirse: camina dos cua- - ‘@B T ks
. . N
dras a la derecha y tres hacia arriba. | S Calle 3
De esta manera, se estéd usando un sistema (para = __,;'h__ Calle 2
identificar el punto de encuentro), que es equivalen- L Pz_ = Calle1
te al sistema de coordenadas rectangulares. En este | I,'
" |

caso, el punto de encuentro tendria por coordena-
das: dos cuadras a la derecha y tres cuadras hacia
arriba.

Avenida3  Avenida4 Avenida5  Avenida 6

Recuerda que, en matematicas se emplean dos rectas perpendiculares numeradas para elaborar un
método de localizacion de puntos. La recta horizontal se llama eje X o eje de las abscisas; la recta vertical
se llama eje Y o eje de las ordenadas. El punto de interseccién de las dos rectas se llama origen. Un par
de numeros llamados coordenadas indican la ubicacién de cada punto.

El punto A localizado en la figura de la derecha, estd Y/
«2 unidades a la derecha» y «1 arriba>» del origen. Se 5
dice que A tiene coordenadas (2, 1). El primer ntimero 7

3
2
Ol

es la coordenada x, y el segundo la coordenada y. En ge-
neral un punto se representa con las coordenadas (x, ).
Se empleari la notacién P(x, y) para representar al pun-
to P con las coordenadas (i, y). La primera coordenada

«x>» también recibe el nombre de abscisa y la segunda  [=5[—4]—3[—2|-1] 0] 1 2 3 4 3 5’&
coordenada «y» se denomina ordenada. =1 Cdordenddasldel
Tal como ha sido construido, el plano cartesiano se —2| puntg A:[2ala
divide en cuatro cuadrantes numerados en sentido anti- —3[ derechay tarriba:
horario. Los signos de cada coordenada para cualquier == A2,
punto dependera del cuadrante en donde se encuentre.
.".' Y
N I T
uadrante uadrante SRR e o T
Cuadrante x (abscisa) | y (ordenada)
0 >X I + +
II - +
Cuadrante III Cuadrante IV I
1A% - -
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| ® Aspecto a evaluar: Actividad de evaluacién intermedia :
R Evidencia: Reporte escrito de resoluci6n de ejercicios y problemas 1
i

° Competencia o atributo a evaluar: 5.3, 6y 8 |

L. EJERCICIOS

L. Representa en un sistema de coordenadas rectangulares los puntos cuyas coordenadas se dan a con-

tinuacion:

A(3,5) B (4,3) C(-3,1) D (-4,-4) E(3,-2) F(0,-3)
G (_3: 6) H (41 "3) I (4.' 0) }(4: 0) K (—4,- _2) L (3; _3)
M(1/2,4/3).

2. Losvértices Ay Cde un rectingulo ABCD tienen por coordenadas A (=2, 1) y C (3, -2), si se cono-
ce que sus lados son paralelos a los ejes coordenados: a) Represéntalo graficamente; b) Determina

las coordenadas de By D; c) Calcula su 4rea. YA
3. Enun plano coordenado, traza las rectas que pasan por | S
los puntos Ay Bsi:a) A (-5,4) y B (2,-3) b) A (0,0) &4 g —OF
)’B (21' _2) C) A (OJ 3) YB (3: 0)- 3‘H B
4. Representa grificamente S puntos del conjunto de
puntos que tienen por coordenadas P(x, 3x + 2). :
5. Determina las coordenadas de los puntos que se indi- I 01
can en el plano coordenado de la derecha. S 3=2=1 o] 1 2 3 43 ;
6. Describe el conjunto de todos los puntos P(x, y) de un D%-1 G
plano que satisfaga la condicién dada: =
a) x=-2 b)y=3 Q) x>0 1 &€
d)y<0 ) x=0 £) xy>0 F >
g)xy=0 h)y=-2 )x=-3 | _::

| -~
I y

L . £ Graficacion de ecuaciones sencillas

En la seccion anterior localizaste puntos con coordenadas ya conocidas de antemano; en esta seccién,
recordards cdmo generar estos valores para trazar gréficas, a partir de una ecuacién dada. Las graficas se
usan con frecuencia para ilustrar cambios en cantidades. Por ejemplo, una gréfica en un periédico puede
mostrar la forma en que varia la temperatura durante un dia; un ingeniero podria usar una gréfica para
ilustrar el aumento de la resistencia de un cilindro de concreto en todo un mes.

Dos cantidades se relacionan a veces por medio de una ecuacién o férmula que contiene dos varia-
bles. Por las razones anteriores, la habilidad para trazar grificas a partir de su férmula o representacién
algebraica, es fundamental en matematicas y es una de las principales capacidades que deberés desarro-
llar en este curso. Para tal fin, es muy ttil el uso de herramientas tecnolégicas. Sin embargo, previo al
uso de éstas, debes ser capaz de hacer tales graficas utilizando herramientas bésicas como lépiz y papel,
y calculadoras cientificas no programables. La clave para empezar a graficar ecuaciones, es entender la
relacién entre soluciones de una ecuacién con dos variables y los pares ordenados.
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. Soluciones de ecuaciones. Si una ecuacion tiene dos variables, sus soluciones son pares ordena-
dos de niumeros. Una solucién es un par ordenado con la propiedad de que al sustituir las variables
. por los ntimeros se produce una proposicién verdadera.

Ejemplo
Determina si los pares ordenados (~1, -5) y (6, 8) son soluciones de la ecuacién y = 2x — 3.
Solucién (-1,-5)—> x=-1
y=-5 y=2x-3
-5|2(-1)-3
~5|=2-3
=5 [—5cierto;

Sustituyendo —1 en vez de x y -5 en vez de y, obtenemos una proposicion verdadera. Por
lo tanto, (—1,-5) es una solucién de la ecuacién dada.

(6,8) > x=6
y=8 y=2x-3
82(6)-3
8112-3
8 |9 Falso.

Sustituyendo 6 en vez de x y 8 en vez de y, obtenemos una proposicién falsa. Por lo tanto,
(6, 8) no es una solucién de la ecuacién dada.

Actividad 2

e Evidencia: Trabajo colaborativo |
e Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |

=
I Aspecto a evaluar: Participacion en clase :
L}
I
I

1. Intenta lo siguiente. Determina si los pares ordenados que se indican son soluciones de las ecua- |
ciones correspondientes. '

a.(1,7),(2,9);y=2x+5 b.(-1,4),(0,6);y=-2x+5 c.(=2,5),(3,9); y=xa2

2. Siel par ordenado (2, a) es solucién de y> = Sx — 1, determina el valor de a.

Grahca de ecuaciones: técnica de tabulacion

A través de este curso aprenderés varias técnicas de graficacion. La primera (ya estudiada en otros afios)
consiste simplemente en determinar algunas soluciones de la ecuacién y localizar en un plano coorde-

nado los puntos correspondientes. Este proceso de graficacion, lo denominaremos técnica de tabula-
cién y lo ilustraremos con un ejemplo.
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Ejemplo
Representa gréficamente la ecuacién y = 2x — 1

Solucién » Primero encontramos algunos pares ordenados que sean solucién. Podemos escoger
cualquier nlimero para el que tenga sentido reemplazar x y después determinar y. Para
ecuaciones sencillas conviene elegir valores de x alrededor del cero (positivos y negati-
v0s), como por ejemplo -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, y los presentamos en una tabla:

Seax =-3. Entonces, y =2(-3) - 1 = —7. Asi (-3, —=7) es una solucién. x |y
Seax = -2. Entonces, y = 2(-2) — 1 = -5. Asi (-2, —5) es una solucién. 23 [uw
Seax =-1. Entonces, y =2(~1) — 1 = -3, Asi (- 1, -3) es una solucién. -2 |-§
Sea x = 0. Entonces, y = 2(0) - 1 = -1. Asi (0, 1) es una solucién. K &
Seax = 1. Entonces, y =2(1) — 1 = 1. Asi (1, 1) es una solucién. 0 |-1
Seax = 2. Entonces, y =2(2) - 1 = 3. Asi (2, 3) es una solucién. 1|1
Sea x = 3. Entonces, y =2(3) — 1 = 5. Asi (3, 5) es una solucién. 2 | 3

% S

» A continuacién localizamos los pares (x, y) en un plano coordenado
YA

\ 4

« Finalmente unimos los puntos repre-
sentados, tratando de descifrar el patrén

seguido por esos pocos puntos. En este /2
=3

ejemplo, los puntos parecen estar en una

recta. —1f
] =

/

Resumen 1. Para graficar ecuaciones en un nivel inicial, aplicamos el siguiente procedimiento:
Tabulamos algunas coordenas P(x, y), las localizamos en un plano coordenado y trazamos la grafi-
ca uniendo los puntos siguiendo un posible patrén delineado por dichos puntos.

En la siguiente actividad, podrés aplicar este procedimiento.
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4

i
I
et Evidencia: Trabajo colaborativo ]

i
. ® Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |
e o o o o s o e e s e s e e e e e e e e - 1

Utiliza cada una de las siguientes ecuaciones para construir una tabla de valores; en seguida, con- 1
vierte esta tabla en un conjunto de pares ordenados (#, y), y finalmente, traza las gréficas correspon- *
dientes.

Actividad 3

a)y=3x b) y=2x-4 c) y=1/x d) y=2x2 e) y=2 f) y=0
9y=2  hy= Dy=ve  )y=V2) Wy=2%
D) ,y="(x+2) m)y=\x +2 n)y=-3x+1 o) y=(1/2)x+2

Gréfica de ecuaciones: discusion de curyas

Esta seccién la iniciaremos con la siguiente actividad:

| ¢ Aspecto a evaluar: Participacién en clase |
. | ¢ Evidencia: Trabajo cola borativo :
Actividad 4 i » Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |

Intenta lo siguiente. Representa graficamente cada una de las siguientes ecuaciones:

a. y=3 -2 b. x =y2 - 5 (Sugerencia: selecciona algunos valores de y.)

La graficacién mediante la tabulacién de algunos puntos, suele ser muy limitado, para ecuaciones
con cierto grado de complejidad. Para avanzar en este sentido, resulta muy ttil realizarle algunos andlisis
a la ecuacién, los cuales nos facilitarén la bisqueda de patrones seguidos por la grafica. Los procesos
implicados se denomina discutir la ecuacién. Dicho andlisis, se explica a continuacion:

 Interceptos

Interceptos con el eje X. Son los puntos de inter-  Interceptos con el eje Y. Son los puntos de inter-

seccion de la gréfica con el eje X. seccion de la gréfica con el eje Y.
Y
d
a | b\/JC_})(
Cémo hallar: Cémo hallar:

Hacer y =0y despejar x. Aqui g, by csonintercep- Hacer x = 0 y despejar y. Aqui d es un intercepto
tos con el eje X. conel eje Y.
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Ejemplo
Encuentra los interceptos con los ejes X'y Y de la gréfica de y = x2 — 4. Tabula algunos puntos adicionales
y traza la gréfica.

Solucién 1) Interceptos con el eje X: 3) Tabulamos algunos puntos adicionales,
Hacemos y = 0 y despejamos «: cercanos a los interceptos con x.
y=a2-4. Interceptos con x. Tabular puntos alre-
O0=x2-4 < N dedor de -2 y +2.
x2=4 | | -
iy 2 +2 x|y |
x=% 4 =% 2 _3 5
-2/ 0

Asi, las intersecciones con el eje X son

+2 y —2. Los puntos en los que la gra- —Ol . :i
fica cruza el eje X son (2,0) y (-2, 0). 13
2) Interceptos con el eje Y: 20
Hacemosx=0 — y=x2-4. 315
y=0>-4 4) Se traza la gréfica uniendo los puntos en-
y=-4 contrados:
Asi, la interseccién con el eje Yes —4 y YA
el punto en el que la grafica cruza el eje 1 S
Yes (0,-4). \ 4
\ 3
INE -
1
-s[-4[-3 —2X~1 o 1 5 X
\ -1

3
e

Resumen 2. Para graficar ecuaciones en un segundo nivel, aplicamos el siguiente procedimiento:

1. Interceptos. Determinamos las intersecciones con los ejes coordenados.

2. Tabulacién y grdfica. Tabular algunos puntos. Se recomienda elegir valores de x, alrededor de
los inteceptos.

3. Trazar la grafica.

. * Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
o e Evidencia: Trabajo colaborativo [
Actividad 5 i © Competencia o atributo a evaluar: 8.3

1) Encuentra los interceptos con los ejes Xy Y de la grafica y = 2x —1, trazada en la pagina 15. .

2) Aplicando lo estudiado hasta este momento acerca de graficacién, grafica las siguientes ecuacio-
nes: a. x2+y2=9. : b. #2—y2=9. c.x=y2-5
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Las figuras que se muestran son ejemplos de simetrfa axial.

Laidea se puede describir de la siguiente manera: en cada figu-
ra es posible trazar una recta de tal manera que si se dobla a lo
largo de ella, la gréfica que se encuentra en la mitad izquierda
del plano coincide con la de la mitad derecha.

Se dice que las formas tienen simetria reflexiva y que la recta sobre la que se hace el doblado es el eje de
simetria.

Estas ideas se ilustran en el siguiente dibujo y definicién:

Definicién. Una figura tiene simetria reflexiva si hay una recta  tal que para P’
todo punto P de la figura existe un punto P en la figura que es la imagen de
reflexion sobre L.

En lenguaje matemético, esta idea se describe de la siguiente manera:

T

B e T e —— : :
Una grafica es simé- Y (1) La sustitucién Y
trica con respecto de —x porxllevaala A
al eje Y, si para cada | () (xy | misma ecuacién. |
punto (x,y) dela gra- Ejemplo: \1 ff
fica existe el punto X: Sea y = x2 - 3; si cam-
(-x,7) biamos x por — «: \ X
Para cada punto (x, y) | y=(-x)2-3
de la grifica existe el |y =2 — 3 (Hay sime-
punto (—x, y) tria con Y)
Una gréfica es simé- | (2) La sustitucién de
|trica con respecto "N %, y) -y por y lleva a ]a mis- A
al eje Y, si para cada ma ecuacion.
punto (x,y) delagrd-| —— Ejemplo: =
fica existe el punto X Sea x = y2 - 3; si cam-
(%, —y) (x-») biamos y por — y:
x=(-y)?-3 =~
Para cada punto (x, y) | x = y2 — 3 (Hay sime-
de la grifica existe el | trfa con X)
punto (x: =, ) A=

Ejemplo
Determinar si y = x? + 1 es simétrica con respecto a los ejes coordenados.
Solucién
Para ver sila relacién es simétrica con respecto al eje Y, sustituimos x por —x para obtener y = (- x)2 + 1.
Esto es equivalente a y = x2 + 1. Por lo tanto, la grafica es simétrica con respecto al eje Y.
Para ver si la relacién es simétrica con respecto al eje X, sustituimos y por —y para obtener —y =22 + 1, 0
y=—x*—1.Estono es equivalente a y = x? + 1. Por lo tanto, la gréfica no es simétrica con respecto al eje X.
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Simetria respecto a origen.

En la siguiente tabla, se caracteriza la simetria con respecto al origen.

| Una grifica es simé- (3) La sustitucién si- Y
trica con respecto al multénea de —x por x 7}
origen, si para cada y de —y por y lleva a la |
punto (x, y) dela gré- misma ecuacion. /
fica, existe el punto Ejemplo:
(=%, —y). Sea 4y = x3; si cambia- p V4 ™ ¥
mos simultineamente
Para cada punto (x, y) | y por -y, y x por —x: /
de la grifica, existe el | 4(~y)= (-x)3 [
/
punto (-, —y) —4y=-x3 [

4y = x3. (Hay simetria)

:De qué manera nos ayuda el andlisis de las simetrias? Si la gréfica es simétrica con respecto a un eje,
es suficiente determinar la grifica en la mitad del plano de coordenadas, puesto que podemos trazar el
resto de la grafica al tomar una imagen espejo o reflexién, por el eje apropiado. Asimismo, los resultados
acerca de las simetrias, nos pueden servir como revision de la gréfica trazada.

Resumen 3. Para graficar ecuaciones en un tercer nivel, aplicamos el siguiente procedimiento:

1. Interceptos. Determinamos las intersecciones con los ejes coordenados.

2. Tabulacién y grdfica. Localizar primero los Interceptos. Tabular algunos puntos. Se recomien-
da elegir valores de x, alrededor de las intersecciones con x. Trazar la grafica.

3. Simetrias. Revisamos si la grafica que trazamos cumple con el analisis de simetrias.

Esto es lo que hards en la signiente actividad.

Actividad 6

a) Enlaactividad S se te pidié graficar las ecuaciones: x2+y2 = 9; x2—y2 = 9; x = y2 — S. Analiza las
simetrias de cada ecuacién y comprueba que tus gréficas cumplen con los resultados de dicho
analisis.

b) Trazalagrifica dey=a2+8.

Notacion de intervalos

Antes de continuar con nuestro estudio, recordaremos algunos aspectos bésicos de los intervalos.
Si tenemos los niimeros reales a y b donde a < b, se pueden presentar las siguientes notaciones y termi-
nologia de intervalos:

1. Elconjunto de los niimeros reales mayores o iguales que a y menores o iguales que b.
Esta declaracién se puede representar de tres maneras diferentes:
asx<b [ 1> [a,b]
a b
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2. El conjunto de los niimeros reales mayores que a y menores que b.
Esta declaracion se puede representar de tres maneras diferentes:

a<x<b { —> (a,b)
a b

ATENCION. Este simbolo (a, b) aparece exactamente igual que la notacién para las coordenadas
(a, b), pero no tienen nada que ver. Tendran ustedes que averiguar, en cada caso, el sentido en el que
se usa el simbolo. Por el contexto serd usualmente muy ficil.

3. El conjunto de los nimeros reales mayores que a y menores o iguales que b.
Esta declaracién se puede representar de tres maneras diferentes:

a<x<b - — (a,b]
a b

4. El conjunto de los niimeros reales mayores o iguales que a y menores que b.
Esta declaracion se puede representar de tres maneras diferentes:

as x<b [ }—> la,b)
a b

S. El conjunto de los nimeros reales mayores o iguales que a.
Esta declaracién se puede representar de tres maneras diferentes:

r

x>a f > [a, +o0)
a

6. El conjunto de los niimeros reales mayores que a.
Esta declaracién se puede representar de tres maneras diferentes:

x>a (a » (a, +e0)

7. El conjunto de los ntimeros reales menores que a.
Esta declaracién se puede representar de tres maneras diferentes:

x<a-< )a (_°°; ﬂ)
8. Elconjunto de los ntimeros reales menores o iguales que a.
Esta declaracion se puede representar de tres maneras diferentes:

x<a < 21 (=00, a]

Debes tener presente que el signo infinito o no representa ningtin nimero, es simplemente un con-
venio que se usa en situaciones parecidas a éstas.

El paso inicial del método de tabulacién aplicado a ecuaciones sencillas, consiste en elegir algunos va-
lores de x, de preferencia aquellos ubicados en la cercania del 0 a su izquierda y derecha. Sin embargo,
para ciertas ecuaciones hay restricciones al momento de elegir tales niimeros. En esta idea entendemos
por extensién de la curva en x (o simplemente extensién de x), como el conjunto de todos los niimeros
reales que, si, puede tomar x, para que y sea un ntimero real.

Desde el punto de vista matemitico, hay dos razones principales por los que la extensién de la curva
en x estd restringida:
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»  No existe la raiz cuadrada de un niimero negativo, ya que el resultado no es un nimero real.
« No se puede dividir por 0.
¢En qué tipo de ecuaciones podrian aparecer estos problemas? Esto aparecerd en ecuaciones con raiz
cuadrada y en ecuaciones racionales

Caso 1. Ecuaciones con raiz cuadrada (una vez despejada la y)

Las raices cuadradas de niimeros negativos pueden ocurrir siempre que la ecuacién tenga una x bajo un
radical con una raiz par. A continuacién revisaremos las raices cuadradas.

ISETrvaciones

| Six < 0, estarfamos tomando la rafz cuadrada de un ntimero negativo, por lo que la exten-
=Nx | .,
y ' sién de x es toda x > 0.

Cuando lo consideres necesario, puedes aplicar el siguiente procedimiento:
Para encontrar restricciones en funciones raiz cuadrada, el paso bésico consiste en establecer la can-
tidad bajo el radical como mayor o igual a 0, y resolver la desigualdad resultante.

Ejemplo
Determina la extensiéon de x, siy = + Vx — 4
Solucioén

Puesto que la cantidad radicando debe ser positiva o cero, planteamos la desigualdad: x — 4 > 0

Resolviendo esta desigualdad por despeje: x —4 > 0
x> 4
Por lo tanto, la extension de la curva en x es toda x > 4; o bien: [4, +e0).
Esto significa, que al momento de tabular algunos valores para x, podrian ser: 4, S, 6, 7 etc. Aplicaras
esto, en la siguinete actividad.

I
i ® Evidencia: Trabajo colaborativo
. » Competencia o atributo a evaluar: 8.3

Actividad 7

a) Trazalagrificadey=+Vx—4.Considera que la extensién de x es: [4, +co) y completa el anélisis
para tu trazo. '

b) Trazalagréficadey=+Vx+9. Aspecto clave aqui, es que determines la extensién de x.

Ejemplo
Determina la extensién de la curva en x: y2 — 22+ 4 =0
Solucién
Primero despejamosay: > —x*+4=0

yr=x2-4=0
y=+Vx2-4

Aparece una ecuacién con radicales. Planteamos la desigualdad: x2 — 4 > 0. Nota: El signo igual se toma
en cuenta al momento de escribir los intervalos.

Resolveremos esta desigualdad utilizando intervalos de prueba; esta técnica se apoya en los valores de
x, que hacen al radicando 0. Estos valores se denominan valores criticos. El procedimiento se ilustra a
continuacion:
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Primer paso. Factorizando x2 — 4 > 0 (x+2)(x-2)>0
Segundo paso. Determinacion de :Qué valores de x convierten a (x +2)(x —2) en 0?
valores criticos Si x es -2, el factor (x +2) es 0; = (=2 +2)(-2

-2) — (0)(-4) =0.
Entonces x = —2 es un valor critico.
Six es 2, el factor (x — 2) es 0; entonces x = 2 es

otro valor critico.
Tercer paso. Colocar los valores (Jx +2)(x-2) l(x +2)(x-2) (Ix +2)(x-2)
criticos en una recta numérica, N
toma un valor de prueba en cada / f R
intervalo y verifica los signos de Tomar—3 Tomar0 Tomar 3
cada factor y de cada producto: (-3+2)(-3-2) (0+2)(0-2) (3+2)(3-2)
(-1)(-s) @)(-2) ()W)
()-)=# (=)z- (D)=
Aqui (x+2)(x 22) Aqui (x+2)(x-2) Aqui (x+2)(x-2)
es mayor que 0 es menor que 0 es mayor que 0

Cuarto paso. Escribir la extension de x: La extension de x queda restringido a los intervalos:
(=00, =2] U [2, +0)

-2 2
) : . _A_s,;ecto a evaluar: Parti ci;Ja_ci_éa Ian clase :
L 1 e Evidencia: Trabajo colaborativo |
Actividad 8 e Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |

R R g LAt T :

a. Trazalagrificade y? - x2 + 4=0. Considera que la extensién de x es : (—o0, 2] U [2, +o0), yaplica
todo lo que has estudiado hasta este apartado.

b. Trazala grifica de 2x2 + y2 = 9. Aplica todo lo que has estudiado hasta este apartado.

c. Trazalagréfica de 2x? - y2 = 9. Aplica todo lo que has estudiado hasta este apartado.

Resumen 4. Para graficar ecuaciones en un cuarto nivel (ecuaciones con raiz cuadrada), aplicamos

el siguiente procedimiento:

1. Interceptos. Determinamos las intersecciones con los ejes coordenados.

2. Extension de la curva en x. Determinamos la extensién de la curva en x, como se indica:
-Sila ecuacién (con y despejada), presenta raiz cuadrada con x en el radicando, deben excluirse
de la extensién los nimeros que convierten al radicando en un niimero negativo.

3. Tabulacién y grdfica. Localizar primero los Interceptos. Tabulamos algunos puntos. Se reco-
mienda elegir valores de x, alrededor de las intersecciones con . Trazar la grafica.

4. Simetrias. Realizamos un andlisis de simetrias y revisamos si la gréfica que trazamos cumple
con dicho anlisis.

Actividad 9

1. Revisa si tus respuestas de la actividad anterior, camplen con este plan de andlisis y haz los ajus-
tes pertinentes.
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Caso 2. Ecuaciones racionales (una vez despejadala y)

La division por 0 podria ocurrir cuando la ecuacién escrita con y despejada, tenga a x en el denomina-
dor. Estudia los siguientes ejemplos:

= =z = - e T
“Ecuacidn| Observaciones, . | Dy o0 e e BN R SR Rt
¥e5 Six =0, estarfamos dividiendo por 0, entonces la extensién de x es toda x # 0. |
1 — — |
¥= 3 Six =5, estarfamos dividiendo por 0, entonces la extensién de x es toda x # 5.
_x+2 |Six=2,yx=-2,estarfamos dividiendo por 0, entonces la extensién de x es toda x # 2,
=4 | pz-2

Cuando lo consideres necesario, puedes aplicar el siguiente procedimiento:
Primero. Iguala el denominador con 0.
Segundo. Resuelve la ecuacién resultante.

Ejemplo
Siy= %—% encuentra la extension de x:
Solucién x2-9=0
x2=9
x=+\9=%3

La extension de x es toda x # 3, x # -3

| Aspectoa evaluar: Participacién en clase !
1 ® Evidencia: Trabajo colaborativo
1
1

Actividad 10 e Competencia o atributo a evaluar: 8.3
b oo o o o o e e e e e S e e ‘i
. x _— 3 y :
a. Siy o ;cudl es la extension de x? :
b. Siy=3x+9, ;cudl esla extension de x?
: x—-3 1 ; -
c. Siy= 3 3 ;cudl es la extension de x?

Antes de formalizar el concepto de asintota, realiza la siguiente actividad

i Aspecto a evaluar: Participacion en clase :
1 » Evidencia: Trabajo colaborativo
| » Competencia o atributo a evaluar: 8.3

B - e | | B et b S e 00 i i

Actividad 11

a. Trazalagréfica dela ecuacién: y = %

Al realizar la actividad previa, es probable que hayas concluido que para graficar ecuaciones raciona-
les, resulta insuficiente lo estudiado hasta ahora. El concepto que nos hace falta es el de asintota. Explo-
raremos el concepto de asintota utilizando la ecuacién de la actividad previa.
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Ejemplo
Traza la grifica de la ecuacién: y = ——

Solucion
1. Interceptos. Determinamos las intersecciones con los ejes coordenados.
Interceptos con el eje X: 3
Hacemos y = 0y despejamos x — y=—"+
3
x—1
0(x-1)=3
0 = 3 Este resultado falso, se debe interpretar como que no hay
interseccién con X.

0=

Interceptos con el eje Y: 3
Hacemosx=0— y=

x—1

Y=0-1

b =j3—-1—- =—3 Por lo tanto, la grifica cruza al eje Y en la coor-
denada -3. El punto de interseccién es: (0, —3).

2. Extension de x. Determinamos la extension de x, como se indica:

Puesto que la expresion (con y despejada), presenta ala x en un denominador, debemos excluir de la
extensién a todo nlimero que convierta a aquel, en 0. Si x = 1, estarfamos dividiendo por 0, entonces
la extension de x es toda x # 1.

3. Tabulacién. Tabulamos algunas coordenadas P(x, ), las localizamos en plano coordenado y traza-
mos la grifica. Puesto que estamos explorando un concepto, observa que en este caso, hubo necesi-
dad de mds puntos de los habituales.

x 3/(x-1) y T
-6 [3/(=6-1)=3/-7| -04

-5 |3/(-5-1)= 3/-6 | -0.5

4 3/(-4-1)= 3/-5 —0.6‘
-3(3/(-3-1)= 3/-4 -08

3 |8/(=2=1)= 33| P
-13/(-1-1)=3/-2|-15 ® o
0 |3/(0-1)=3/-1 | -3 T 9 e | X
1 3/(1-1)=3/0 No

2 (3/(2-1)=3/1 | 3 |
3 |3/(3-1)=3/2 ‘ LS |
4 1

5

6

Y

3/(4-1)=3/3 |
3/(5-1)=3/4 | 08
3/(6-1)=3/5 | 06
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:Cémo unir estos puntos? Puedes observar dos cosas:

L. La curva, presenta dos ramas que parecen estar separadas; cada rama, parece acercarse més y mds
tanto al eje X negativo, como al eje X positivo; es decir, conforme x aumenta su valor absoluto, la y
disminuye cada vez mds. Asigna valores a x cada vez mds grandes y calcula los valores de y. Com-
prueba ésto con x = 10, 15, 20, -10, —15, —20..

2. No existe ningtin punto parax = 1.

Vamos a revisar qué sucede con valores de x cercanos a 1.

L x [y=3/G-1)| 1
05 -6 | i\
09 30
099 |-300 | L
09999 |-30000 HR
15 |6 | : ) -
i 1.01 _:3—00 -___' " : Asintota horizontal X g
| 10001 30000 | | i
/100001 300000 ‘ : Asintota vertical
| \ |

Hemos trazado la curva, asumiendo la presencia de dos rectas denominadas asintotas, una vertical y
la otra horizontal. Esta tiltima, la hemos inferido del comportamiento gréfico. A continuacién, se forma-
liza de manera intuitiva este concepto.

Asintotas. Sila distancia a una recta desde un pun-
to mévil de una curva tiende a cero, cuando dicho
punto se mueve en determinada direccién, se dice
que la recta es asintota de la curva. En la figura,
la distancia AB del punto A a la recta BC tiende a
cero, a medida que A se mueve en la direccién BC.
La recta BC es asintota de la curva.

C

@ s e

Resuelve: Para que este ejemplo quede completo, haz un andlisis de simetrias y revisa sila grifica que
trazamos cumple con dicho analisis.

Determinacién de asintotas

Las asintotas verticales estaran ubicadas en aquellos valores de x, que conviertan al denominador de la
ecuacion (con y despejada) en 0. Es decir, en aquellos valores del denominador que restrinjan la exten-
sion de x, habrd asintotas verticales.

Las asintotas horizontales estardn ubicadas en aquellos valores de y, que conviertan al denominador
de la ecuacién (con x despejada) en 0.
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Resumen $. Para graficar ecuaciones en un quinto nivel (ecuaciones racionales), aplicamos el si-
g 1
guiente procedimiento:

1. Interceptos. Determinamos las intersecciones con los ejes coordenados.

2. Extension de la curva en x. Determinamos la extensién de x.

3. Asintotas. Determinamos la posicion de asintotas horizontales y verticales.

4. Tabulacion y grdfica. Localizar primero Interceptos y asintotas. Tabulamos algunos puntos. Se
recomienda elegir valores de x, alrededor de las asintotas verticales.

5. Simetrias. Realizamos un andlisis de simetrias y revisamos si la gréfica que trazamos cumple
con dicho anilisis.

A continuacién resolveremos un ejemplo integrador. Lo planteado a continuacién, ilustra el procedi-

miento completo para trazar la grifica de ecuaciones en general, a través de las técnicas aqui discutidas.

Ejemplo

Aplicando las ideas y la metodologia anterior de andlisis y discusién de curvas, discutir y graficar la
ecuacion x%y — x? —y = 0.

Solucién

1.

Interceptos. Determinamos las intersecciones con los ejes coordenados.
Interceptos con el eje X:
Hacemos y = 0 y despejamos x — x2(0) — x2 - 0 = 0.
0-x2-0=0.
x2=0.>x=+\0=0
Por lo tanto, la grifica cruza al eje X en la coordenada 0. El intercepto es: (0, 0).
Interceptos con el eje Y:
Hacemos x = 0 y despejamos y — (0)y — (0)2 -y =0.
0-0-y=0.
-y=0.—-y=0
Por lo tanto, la gréfica cruza al eje Y en la coordenada 0. El intercepto es: (0, 0)

Extension de x. Tener en cuenta que este andlisis se hace en la ecuacién que presenta a y despejada.
Asi que, en este ejemplo debemos despejar a y.

a2y —x2—y=0.

%2y —y = al.

y (x2-1) =a2.
s g

Puesto que la expresién (con y despejada), presenta a la x en un denominador, debemos excluir
de la extension a todo niimero que convierta a aquel en 0. Si x = + 1, estarfamos dividiendo por 0,
entonces la extension de x estodax# 1, x # —1.

Asintotas.

a) Verticales. Habrd asintotas verticales cuando aparezca la x en un denominador y existan valores
de x que conviertan a dicho denominador en 0. Por tanto, hay asintotas verticales en x = 1 yx=-1.

b) Horizontales. Habré asintotas horizontales cuando aparezca la y en un denominador y existan
valores de y que conviertan a dicho denominador en 0. Asf que, el primer paso ser4 despejar a x de
la ecuacién dada, x%y — x% — y = 0, y a continuacién observamos al denominador.
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Observamos que si y = 1, estarfamos dividiendo por 0,
entonces y # 1. Por tanto, hay una asintota horizontal en

=i

4. Tabulacién y grafica. Localizar primero Interceptos con los ejes y asintotas. Se recomienda elegir
valores de x, alrededor de las asintotas verticales.

2 x

=3 1.1

-2 1.3

-1 No definido
=15 1.8

-1.25 |2.8

-0.5 |[-03

0 0 (intercepto)
0.5 -0.3

1.5 1.8

125 |28

2 1.3

3 1.1

Asintota horizontal

Asintota vertical |J’ Asintotaivertical

S. Simetrias. Haz un andlisis de simetrias y revisa si la gréfica que trazamos cumple con dicho anilisis.

[ 1
]

| &
i s e

/. EJERCICIOS

| ® Aspecto a evaluar: Actividad de evaluacién intermedia :
i Evidencia: Reporte escrito de resolucién de ejercicios y problemas 1
| = .

 © Competencia o atributo a evaluar:5.3,6y 8 |

1. Eneste apartado has estudiado distintas técnicas de graficacién, utiliza las que consideres necesarias
para trazar las gréficas de cada una de las siguientes ecuaciones:

a)2x—3y+5=0
d) 4x2+9y2-36=0
g)y:-5x-2=0

j)xy—x+2y—10=0

b) a2 +6y-3=0 c)x2+y*-100=0
e)xy—2y-3=0 £) 2xy +x+2y=0
h)x2+8y-8x—24=0 i)4a2-y2-4=0

k)y=3 Dx=-3
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e Aspecto a evaluar: Actividad de evaluacion intermedia |
| » Evidencia: Reporte escrito de exploracion con tecnologfa
,® Competenua o atrlbuto a evaluar 5.6

desmos

En tu curso anterior de matemadticas III, tuviste la oportunidad de conocer y aplicar el software deno- !

minado Geogebra. Este software también resulta de mucha ayuda para el trazado de graficas, tal y como

lo utilizaste en aquel curso, al graficar las funciones trigonométricas. Sin embargo, existe otro software
libre denominado Desmos, que recomendamos utilices en el trabajo de graficacién. Para ello, haz lo
siguiente:

1.

Teclea en Google, la palabra desmos, o bien Introduce directamente la direccidn:
https://www.desmos.com/calculator.
Aparecera de inmediato una pantalla como la que se muestra:

L] a
. — L]
i) TELCTL T [ Y T 1 Wl TELCEL 9
' & desmes.com [ar}
| = | Ein |
s ! '
[ SN PR FERE Observa como I
Eaay Chns IR TNNEE al escribir la - =,
].ntl'Dd‘llce aqui +-. "_ L1 ecuacién aPareh t' i
LFA G la grifica -y
la ecuacién s g

Utiliza el software para trazar la grdfica de algunas de las ecuaciones vistas ahora. Compara estas

graficas con las que ya habias obtenido. Si hubo diferencias, reflexiona sobre posibles errores u omi-
siones.

En el ejercicio 1.2 trazaste las gréficas de varias ecuaciones. Ahora utiliza el Desmos para que gra-
fiques estas mismas ecuaciones. Compara estas graficas con las que ya habias obtenido, si hubo
diferencias, reflexiona sobre posibles errores u omiciones.

Utiliza Desmos para trazar la gréfica de:

a.x3+xy2—-y2=0 b.2x2 + Sy~ 4x +32=0 c.al+yr—6x—4y+9=0
Utiliza Desmos para trazar la grafica de:

ax=2 b.y=2 cx=-3

dy=-3 e.y+5=0

La ecuacion x = 2, es equivalente a x = 2 + Oy. Haz una tabla de valores, traza su grifica y compirala
con la obtenida con el software. Debes convencerte que la grafica es una recta vertical.

La ecuacién v = 2, es equivalente a y = 2 + 0x. Haz una tabla de valores, traza su grifica y comparala
con la obtenida con el software. Debes convencerte que la grafica es una recta horizontal.
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La siguiente actividad permitird contextualizar el significado de este concepto.
! ® Aspecto a evaluar: Participacion en clase

Gie Evidencia: Trabajo colaborativo

Actividad 12 i ® Competencia o atributo a evaluar: 8.3

En cierto trayecto de varios kilémetros, un avién vuela a una velocidad uniforme de 900 km/h. Esta 3
informacién se debe interpretar en el sentido de que en un determinado tiempo el avién recorre el '
mismo nimero de kilémetros. Entonces:
El avién recorre: 900 km en una hora

1800 km en dos horas

Contesta las siguientes preguntas: Escribe aqui
tus respuestas

¢Cudntos km recorreria el avién en tres horas? .

:Cudntos km recorreria el avién en cuatro horas?

¢Cudntos km recorreria el avién en cinco horas?

:Cudntos km recorreria el avién en seis horas?

¢Cudntos km recorreria el avién en 15 minutos?

Tus respuestas deben permitirte entender la siguiente conclusién:

Hay una relaci6n entre el tiempo transcurrido y la distancia recorrida, de tal manera que entre més
tiempo pasa, mds kilémetros recorre el avién; asi pues, el niimero de km recorridos est4 determinado
por la cantidad de tiempo transcurrido.

Esta relacién no es més que una jFUNCION! Una funci6n es una relacién, no un nimero.

Pongamos algunos de tus resultados en una tabla:

Ol 1 | > [ s[4 [ |
L 900 | 1800 | 2700 | 3600 | 4500 |

4000
A |
Estos mismos resultados pueden presentarse T 3500 //_
como un conjunto de pares ordenados: < 3000 /
g )
{(1, 900), (2, 1800), (3, 2700), (4, 3600), (5, £ 2500 >
4500)} _E 2000 /.//
O bien a través de la grifica mostrada a la derecha. 5 1500— 7
? 1000 /
™
500 L

0 1 2 3 4
t = tiempo transcurrido
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Sobre las base de esta grafica se podrian hacer observaciones como las siguientes: Primero, el punto
(0,0) est4 sobre la gréfica, es decir no se ha recorrido ninguna distancia en un tiempo 0. Segundo, nin-
gun punto estd trazado para valores negativos de x; en el contexto del avién, no tiene sentido hablar de
distancias negativas ni de tiempos negativos, pero si se ha considerado que existen valores decimales
tanto para d como para t. Tercero, para cada tiempo transcurrido de 1 hora, la distancia total recorrida se
incrementa por una cantidad constante, que es 900.

Ahora expresemos esto en una férmula; para ello debes contestar la siguiente pregunta:

;Cudntos km recorreria el avién en £ horas? s

| 4

Tu respuesta debe ser parecida a lo siguiente: distancia recorrida d = 900 x tiempo ¢

Y la férmula buscada es: d = 900t. Esta férmula es considerada la regla de la funcién, puesto que, a
través de ella, se establece la relacién entre las magnitudes implicadas en la situacion estudiada.

Es el momento de recordar el significado de variable. Al respecto, cabe destacar dos cuestiones:
+ En esta situacion del avion, aparecen dos variables: distancia recorrida, y tiempo transcurrido.

A cada una de estas variables, le hemos asignado un simbolo (letra), a saber: d representa la
distancia recorrida y el tiempo transcurrido.

I Una variable es una cantidad o magnitud que en las condiciones de un proceso dado puede tomar
i diferentes valores. Las variables se representan por una letra u otro simbolo.

Es muy comin, que el simbolo que representa a la variable, se trate como la variable misma. Asf, en
vez de referirnos a la variable “distancia”, hablamos de la variable d (su simbolo). Por otro lado, la canti-
dad 900 es una constante. Una constante es una cantidad que no se altera en una situacién determinada.

Una expresion algebraica, como 900¢, es una frase matemética formada por uno o més numeros
o variables u operaciones entre ellos. Una expresion representa una cantidad, que se conoce como el
valor de la expresion. En el caso que nos ocupa, la expresién 900t representa la cantidad denominada
distancia. Al escribir d = 900¢ utilizamos el signo igual (=) para asignar el simbolo d a la expresién 900,
convirtiendo de esta manera a dicha expresién en una férmula o ecuacién.
Al trabajar con variables, podemos actuar en dos direcciones:
« Determinar un ndmero particular pero desconocido, y

+ Determinar muchos valores posibles (variando en un cierto rango).

Para explicar estos roles de la variable, retomemos la expresion ya conocida d = 900t, que nos permi-
te determinar la distancia recorrida en t horas. Planteemos dos preguntas:

Pregunta 1. ;Cudl es la distancia recorrida al transcurrir 1S horas?
Pregunta 2. Cuando t aumenta de 0 a S, ;c6mo cambia la distancia recorrida?

En la pregunta 1, tratamos la variable t como un valor desconocido (variable como incégnita).
Expresion que proporciona la distancia recorrida en t horas: 900t

Cuando t es 15, la distancia es: 900t — 900(15) = 13500.
En este caso, en la expresion 900, la variable ¢ es una cantidad desconocida pero particular (toma
el valor 15). Esta informacién, proporciona una “instantdnea” de la situacion.
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En contraste, podemos ver una variable no sélo como representante de una cantidad desconocida
sino también como una cantidad variando o cambiando. Si el tiempo total de vuelo del avién es de 15
horas, podemos pensar que la variable  de la expresién 900t est4 fluctuando sobre los nimeros en el
intervalo de 0 a 15. (No podemos considerar un ntimero negativo de horas, pero s un niimero fraccio-
nario de horas). Aqui, estamos en presencia de dos cantidades que cambian al mismo tiempo: conforme
cambia el nimero de horas transcurridas, cambia la distancia recorrida.

Desde esta perspectiva, podemos ver la expresién 900t, no tanto como una expresién para determinar
un solo valor desconocido de ¢ sino como una regla.
tyla expresion 900t como cantidades cambiando | Si t es 1 la distancia es:— 900(1) 6 900
Sites 2 la distancia es:— 900(2) 6 1800
Si t es 3 la distancia es:— 900(3) 6 2700
Sit es 4]a distancia es:— 900(4) 6 3600
' SitesSladistancia es:— 900(S) 6 4500

Es importante observar que nosotros asignamos valores a t, y mediante la formula (o regla) calcula-
mos los valores correspondientes de d. Por esta razén, en el ejemplo que estamos revisando,  es la varia-
ble independiente, y la variable dependiente es d. Asimismo, debes tener claro e! paso de las magnitudes
concretas (tiempo y distancia) a las variables generales. En nuestro ejemplo, eso se traduce en pasar de
la expresién d = 900¢, ala ecuacion y = 900, en la que el simbolo y representa la distancia y x representa
al tiempo.

Nombres de Constante Nombres Constante
variables segin de variables
contexto d =900t generales =900«
/'VJ"
Variable Variable Var labl‘f Variable
dependiente independiente dependiente independiente

La discusioén previa, nos permite hacer las siguientes observaciones: (1) funciones proporcionan un
medio para describir y comprender relaciones entre variables; en nuestro ejemplo, las variables en juego
fueron distancia recorrida y tiempo transcurrido. (2) La relacién entre variables se establece a través de
una regla, que en nuestro caso vino dada por la expresién algebraica, d = 900¢. (3) Las variables toman
valores que pueden verse como elementos de cierto conjunto numérico; en nuestro ejemplo, tanto la
variable d, como la variable , toman nimeros mayores o iguales a 0. (4) Las funciones tienen multiples
representaciones, a saber, mediante una descripcion verbal, una expresién algebraica, una tabla, o una
grafica. Ya estamos en condiciones de plantear la definicién de funcién.

Existen muchas definiciones de este importante concepto; en este libro, plantearemos: una que ayu-
da a trabajar la parte operativa de funcién.

Una funcién es una relacién, que se estable a través de una regla entre un valor de entrada (o variable
independiente) y un valor de salida (o variable dependiente), de tal manera que, siempre que se asigne
un valor de entrada, la regla asignard exactamente un valor de salida.
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Hemos expuesto que la ecuacién d = 900%, relaciona dos variables que varian al mismo tiempo: con-
forme varia el nimero de horas (), varia la distancia (d). Por tanto, se puede afirmar que la distancia
d, depende del niimero de horas transcurridas. También se dice que la distancia estd en funcién, o es
funcién del nimero de horas transcurridas. Esto ultimo, es lo que nos lleva a usar la llamada notacién
funcional, a saber:

d(t) = 900¢ (selee: "d de t', es igual a 900 por )

El signo igual define la relacién.
Esto significa que la distancia d es
una funcion del tiempo t.

La funcidn se denomina d.

Por lo tanto, a la expresiéon 900t, le hemos asignado dos “etiquetas”: primero le asignamos la letra “d,
y después la nombramos como d(t). Entonces, se cumple que: d = d(¢) = 900t

Sin embargo, normalmente para expresar que esto es una funcidn, se escribe asi:
£(#) =900¢

La"f" es s6lo la primera letra de la palabra "funcién’.

En este caso, la funcién se denomina f, la variable independiente es ¢, y la dependiente (anteriormen-
te denominada d y d()), ahora recibe el nombre de f(t). Si es necesario manejar mas de una funcién,
éstas se denominan con las letras g, h, etc.

Inclusive, si hablamos en términos generales también podemos escribir y(x) = 900x, o f(x) = 900x.
En el siguiente esquema desciframos los elementos de estas formulas:

Nombre de Coristarite Nombre de Constante ~ Nombre de Constante
la funcion O/ la funcion / la funcion /
\_ti(_f)=9 OK >ﬂﬁl=90 x\ x/:’fgx)=900x
e LY
Variable Variable Variable Variable Variable Variable
dependiente independiente dependiente | |independiente dependiente | |independiente

La notacién d(t) = 900t, nos  La notacién y(x) = 900x, nos  La notacién f(x) = 900x, nos

indica que: indica que: indica que:

o Lafuncién se llama d. « Lafuncién se llama y. « Lafuncién sellamaf.

o La variable independiente « La variable independiente « La variable independiente
es t. es x. esx.

o La variable dependiente es  » La variable dependiente es .« La variable dependiente es

d(¢). y(x). fx).

Recuerda que en todas estas presentaciones, el signo igual se esta utilizando para darle un nombre a
la expresion o regla que permite calcular la distancia recorrida.
:Por qué notaciones del tipo “d(t)”, “f(£)”, “f(x)"?

Porque describe muy bien el trabajo que hace la regla de una funcién.



Recordemos como traba-
ja esta regla o ecuacion: noso-
tros le asignamos valores at, y
la regla le asigna valores a d.

Conforme a este proceso,
podemos ver la ecuacién o re-
gla, como una mdquina que
procesa unos valores de ¢, con-
siderados como valores de en-
trada, y proporciona los valores
de d que son valores de salida.

La letra “f’ de la notacién
f(t) significa que han de reali-
zarse ciertas operaciones con el
valor de ¢ para obtener d o f(¢).
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Entrada

l

Valores de ¢

asignaa d.

1

parat=1

| (w e

Trabajo de la regla, d(t) = 900¢
Se toma el valor de , se sustituye en la Salida
expresion 900¢, y lo que resulta se le l

| Valoresded
=f(1)=9001=900— | 900

>d 5 =f(2)=900+2=1800— 1800 |
= @3 =£(3) =9003=2700— | 2700 |
= oy =f(4) =90004=3600—>| 3600
=7 dpa:a £=5 =.f(5) =900°5=4500—> _452()_1

— T~

Entrada:
valores de t

\ /

La féormula
d=f(t) =900t

que entra

procesa el valor
—

Entra un niimero de la
variable independiente

0

Se hacen
operaciones

Salida: valores

ded=f(t)

— Sale otro niimero para
la variable dependiente

Notacién funcional y el plano eoo

Debes tener muy presente la conexion que existe entre pares ordenados y la notacién funcional. El si-
guiente esquema ilustra esta conexion:

Variable independiente

Variable dependiente

flx) =y

>

y=f(x)4

(a_cij(x)) = (%,y)

flx) =y
| >X

Obsérvese que para pasar de la representacion con flechas, a la gréfica en un plano cartesiano, basi-
camente lo que se hace es girar los dos ejes, de tal manera que formen un plano coordenado cartesiano.
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4000
3500 Z;,
Volvamos a la gréfica de la situacion 3000 .«/
del avidn, y usemos esta notacion: 5500 9 3 /_
]
Pares ordenados: {(1,£(1)), 2000 LA (4) =3600

(2,/(2)), (3,1(3)), (4,1(4)) 1500 //_ FEyE2700

1000— /,{L f2)=1806
500 f11=900

Alos valores que toma la variable independiente se les llama argumentos o preimdgenes, y los valores que
la funcién le asigna a la variable dependiente, se llaman imdgenes.

Enla situacién del avién: Laimagende 1 es:y ., .; =f(1) =900 f(1)=900
Laimagen de 2 es: y .., =f(2) = 1800 A X
Laimagende3es:y ., 3 =f(3) =2700 Preimagen o Imagen
Etcétera argumento

Para funciones descritas por una expresién algebraica, por ejemplo la funcién f(x) = 3x — 2 (la que
con frecuencia escribimos y = 3x — 2), podemos evaluar la funcién sustituyendo el valor de la variable
independiente (preimagen) en dicha expesién. Por ejemplo, f(5) = 3(5) - 2, asi que el valor de f(x)
cuando x = 3 es 13.

Ahora, considera la pregunta: en la situacion descrita del avién, con d = f(£) = 900¢. sen qué tiempo
el avién recorrerd una distancia de 1000 km?

En este caso, conocemos un valor imagen (1000) y nos piden el valor de su preimagen: es decir, dado
f(t), determinar t.

Entonces: f(t) =900t
Y
1000 =900¢t.
. 1000
Despejando a £: 900 ~ .
10 —¢  £=11 horas; por tanto, el avion recorrerd 1000 km en 1 hora 6
minutos.

En la siguiente actividad podrés trabajar con la notacién f( ).

Actividad 13 y=f(x)

1. Calcula el valor del 4rea sombreada:
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A1y}

2. Lacurva adjunta, representa a una funcién y = f(x)

Determinaf (0),f(1),f(-2) yf(2).

3. Dadalas funciones h, gy p tales que h(x) = 4x; g(x) N
= 10x - 3y p(x) = S. Determina la imagen de -2, 3
y 4 para cada una de las funciones dadas.

Nojw s
/

4. Daday = f(x), representa gréficamente lo que signi- /
ficala expresién: y=f(7) = 1. 1

| .
-4-3{2-1 01 2|34 X

Para comprender totalmente el concepto de funcién, debemos precisar una condicién determinante
de toda funcién, a saber, “el valor iinico’, y dos conceptos més: dominio y rango (o conjunto imagen).
A continuacién trabajaremos estas ideas.

Por definicién, funciones son “de un solo valor”. Esto significa, que a cada valor de la variable inde-
pendiente, le corresponde exactamente un tinico valor de la variable dependiente. El valor tinico es
principalmente un requerimiento establecido para hacer el trabajo con funciones m4s manejable y
menos ambiguo. Para entender esto, consideremos la ecuacién y= Vx. Atendiendo la definicién de raiz
cuadrada, cada x podria corresponder a dos valores y. Por ejemplo:

Six =4, entonces, y = V4 =+ 2, porque (2)2 =4,
y también (-2)2 =4,
Asi, para x = 4, existen dos valores asignados, y en un momento dado, nosotros podriamos necesitar

especificar de cudl valor estamos hablando. Consideraciones como estas llevé a matemiticos a restringir
funciones como aquellas relaciones que son de valor tinico.

Para profundizar més en esto, presentaremos en un diagrama de flechas, algunos valores asociados
mediante y = +Vx:

y=k Vx
Atendiendo el requerimiento de valor tinico, esta asocia-
cién, no es una funcion; para que sea funcién, a cada va-
lor x, se le debe asociar exactamente un valor de y. D

Valores de x Valores de y

Si esta asociacion se presenta como un conjunto de pares ordenados obtendriamos:

{(1; 1)1 (1, _l)J (4; 2)} (4J #2)1 (91 3)) (9J _3)}
Observamos que en esta asociacién (que no es una funcién), aparecen mas de un par ordenado, con
el mismo primer elemento (misma abscisa).

Ahora, si representamos estos pares ordenados mediante una grafica, obtendriamos:
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cal.

? . Atendiendo el requerimiento de valor tnico, una

i - gréfica, no es una funcién si al trazar al menos una

L | recta vertical, ésta pasa por dos puntos de la grafica.

— x | Estatécnica se denomina criterio de la recta verti-
|

Observamos que esta grafica, la cual no es una funcion,
3 ® presenta al menos dos puntos “alineados” en una recta ver-
tical.

Realiza la siguiente actividad para que consolides esta importante propiedad de las funciones.

* Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
e Evidencia: Trabajo colaborativo :
e Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |

Actividad 14

En cada uno de los siguientes ejemplos ;es y una funcién de x? Argumente su respuesta. Si no se :
presenta una grafica, trazar la que corresponde.

X
a. y= \x (Atencién: cuando no se escribe un k Y
signo antes del signo radical, es costumbre con- =2 =
siderar que se trata de la raiz positiva o rafz prin- =1 1
cipal) 0 0
1 1
b y=—Vx . 2 4

c. El conjunto de o)

todos los pun- &
tos sobrela gra- % > \
fica mostrada ol

abajo

(0, -4)
d {2 1),3,1),&1),51),6 1} i \L(
e {(12),(1,3),(1,4), (2 5)} |

Dominio y rango (o conjunto imagen)

En el apartado 1.2 de este libro, se plante6 que para ciertas expresiones algebraicas, hay restricciones al
momento de asignar valores a las variables. Esto di6 origen a lo que se entiende por extensién de la curva
en x (o simplemente extensién de x), como el conjunto de todos los niimeros reales que, si, puede tomar
%, para que y sea un numero real. En otras palabras, bajo ciertas circunstancias, las variables tienen un
campo o intervalo de variacion restringido. Cuando se estudian relaciones entre variables, a través de las
funciones, con frecuencia es 1til determinar esos intervalos de variacién. Esto nos lleva a la definicién
de dominio y rango de una funcién.
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. El dominio de una funcién es el conjunto de todos los valores que puede tomar la variable inde-

pendiente. El rango o conjunto imagen de una funcién, es el conjunto de todos los valores que son
imdagenes de algtin valor del dominio.

Las funciones cuyos dominios y rangos son subconjuntos de los niimeros reales, se denominan fun-
ciones numéricas o de variable real. En este curso, s6lo se estudiaran este tipo de funciones.

A partir de este momento consideraremos que los conjuntos X y Y constan de ntimeros reales; asi, la
funcién f se denomina funcién con valor real de una sola variable real.

¢Como determinar el dominio y el rango? Hay que tener presente, que anteriormente este dominio
fue denominado extension de x. La siguiente actividad te permitird empezar a trabajar estas ideas. Trata
de resolverla y después estudia el desarrollo que se presenta inmediatamente después.

______________ o . = o,
I

: e Aspecto a evaluar: Participacion en clase :
i ® Evidencia: Trabajo colaborativo i
| ® Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |

Actividad 15

a. Se quiere elaborar un tabulador de costos de pintura por metro cuadrado, de paredes en forma !

- . - I

de cuadrado. Piensa acerca de todas las posibles paredes de esta forma. Para cada longitud de la-
dos, hay un drea correspondiente a pintar. Describe la relacién entre el drea de una pared cuadra-

da y la longitud de su lado. Calcula algunos valores para las magnitudes implicadas y regstralos
en la siguiente tabla:

Longitud (m) 1 LS 2 2.5 3
Area (m?)

Presenta tus resultados en pares ordenados.
b. Trazala grafica. Silo consideras necesario, calcula otros puntos.

c. Supongamos que la longitud de cada lado de la pared a pintar, mide 4 m. Con esta informacién,
contesta las siguientes preguntas:
+ ¢:En qué intervalos varian los valores de A y I?
o (Cudles el valor maximo y cudl es el minimo que podemos asignarle a 2
o ¢Cudl es el valor mdximo y cudl es el minimo que puede tomar A?

; . 16 —
Para mostrar cémo las longitudes de los lados de las f
z , ; ; 14
paredes y sus dreas estin relacionadas, pudiste haber /
escrito una ecuacion parecida a, A = I2, que en notacién 12

S
[

funcional serfa A(I) = I2, o bien y = f(x) = x2 Asimis-
mo, debiste trazar una grafica parecida a la mostrada a
la derecha.

Area (m?)

4
Longitud (m)
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Para establecer los intervalos de valores que pueden tomar las variables de una expresién, se debe tener
en cuenta que existen dos tipos de restricciones: contextuales y matemadticas.

En nuestro ejemplo, para la expresién A(I) = I? que relaciona el 4rea con la longitud del lado de una
pared cuadrada, hay dos restricciones contextuales: la primera consiste en atender el hecho de que en el
contexto de la tarea planteada, no hay unidades de longitud negativas, por lo que los valores que puede
tomar I sélo pueden ser los niimeros reales no negativos; y la segunda consiste en considerar que la
pared mide 4 m, y por tanto, el valor miximo que puede tomar I es 4. Ahora bien, aunque no existe un
cuadrado de lado igual a cero, el punto de partida para empezar a generar cuadrados, estd justamente en
I=0. Por tanto, los valores de [ variardn en el intervalo [0,4]. Este es el dominio de A() = I2

Para determinar el intervalo en el que varfan los valores del 4rea, consideramos los valores de A,
obtenidos al sustituir en la férmula del 4rea, los valores extremos del dominio tal y como se muestra a
continuacion:

Si evaluamos el drea para cada extremo del intervalo de 1,
obtenemos: paral=0,A =0;sil=4,A =22 =4. Ademds se
debe considerar que tampoco hay unidades de area negativa.

A(O) 02 =

Por tanto, los valores de 4, estaran en el intervalo [0, 16]. ‘ A(4) = =16 16
Al afirmar que I s6lo toma valores del intervalo [0, 4],y | I'sélo toma 1A s6lo toma
que A s6lo lo hace de [0, 16], estamos estableciendo restric- | valores de [0,4] | valores de [0, 16] |

ciones contextuales. Este es el rango de A(I) = I2

Realiza la siguiente actividad para que puedas consolidar estas ideas.

Actividad 16

1. Laexpresién d = 30t describe la relacién que existe entre la distancia recorrida y el tiempo trans-
currido, de un mévil que parte del reposo con movimiento rectilineo a una velocidad constante
de 30 m/s. Si el mévil se mueve desde un punto A hacia un punto B que se encuentra a 180 m de
distancia de A, contesta las siguientes preguntas:

Atendiendo las restricciones contextuales de esta situacion:
a. ;Cudl es el valor maximo y cuél es el minimo que podemos asignarle a d?
b. ;Cudl es el valor mdximo y cudl es el minimo que puede tomar 2

2. Un objeto se suelta en caida libre desde una altura de 30 m. La distancia recorrida d en metros
por dicho objeto depende del tiempo t en segundos transcurrido segtin la férmula d = 4.9¢2,

Atendiendo las restricciones contextuales de esta situacion:
a. ;Cudl es el valor maximo y cuél es el minimo que podemos asignarle a d?
b. ;Cudl es el valor maximo y cudl es el minimo que puede tomar d?

En la seccién 1.2 al abordar la extensién de la curva en x, estudiamos este tipo de restricciones. Re-
cordemos que las restricciones matemdticas surgen a partir de cémo se definen las operaciones de los
nimeros reales y sus propiedades. Por ejemplo, el cero no tiene inverso multiplicativo, por tanto, una
expresion que se encuentre en el denominador de una fraccién debe ser distinta de cero; no es posible
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calcular la rafz cuadrada de un ndmero real negativo. Asimismo no es posible calcular la raiz cuadrada
de un niimero real negativo. Asi, en la expresién y = % , la variable x no puede valer cero, puesto que la
divisién por cero no estd permitida; también, en la expresién y = \x, debido a que ningtin ntimero real
negativo tiene rafz cuadrada, la variable x, s6lo puede tomar valores del intervalo [0, +o0).

El procedimiento para determinar el dominio de una funcién a partir de su expresion algebraica, es el
mismo que se aplicé en la determinacion de la extensién de x. Dichos procedimientos pueden clasifi-
carse en tres casos:

Caso 1. Funciones racionales

Para encontrar restricciones en funciones racionales, el paso basico consiste en igualar al denomina-
dor con 0 y resolver la ecuacién resultante.

Caso 2. Funciones raiz cuadrada

Para encontrar restricciones en funciones raiz cuadrada, el paso bésico consiste en establecer la can-
tidad bajo el radical como mayor a 0, y resolver la desigualdad resultante.

Caso 3. Funciones polinomiales.

Si la funcién es un polinomio, es decir una funcién de la forma f(x) = a, + a;x + a2x%+... + a,x"
(donde ay, a,,... a, son constantes y # un entero no negativo), el dominio est4 conformado por el con-
junto de todos los nimeros reales R.

Rango

Una vez determinado el dominio de la funcién de interés, y considerando que el rango se va confi-
gurando conforme usamos valores del dominio, aqui orientaremos a que el rango se determine a partir
del grafico de la funcién. Si la grafica de la funcién se traza usando algtin software o calculadora gréfica,
también el dominio podria obtenerse de la gréfica y en todo caso la determinacion analitica de éste,
serviria como comprobacién y explicacién.

La ilustracién de la derecha, muestra la posicién S
del dominio y el rango en la grifica de una fun- A /
cion.

Observacién: Para la determinacién del rango,
se recomienda trazar la gréfica de la funcién con /
la ayuda de un software (preferentemente el Des- /

; < . Rango
mos), y mediante una proyeccién sobre el eje Y, /
identificar el intervalo que corresponde a dicho /

rango. /

Dominio
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Ejemplo
¢Cudl es el dominio y rango de la funcién de valor real f(x) = x + 3?
Solucién

Esta es una funcién polinomial de la forma: f(x) = a, + a,x. Asi que, no
hay restriccién matematica para el dominio; por lo tanto, cualquier nd-
mero real se puede sustituir por # y obtener un real niimero real para y.

Asimismo, de la gréfica se observa que el rango abarca todos los valores
de y de la recta numérica.

Respuesta: el dominio y rango son todos los niimeros reales .

Ejemplo

¢Cudl es el dominio y rango de la funcién de valor real f(x) = —a2 + 2x + 22

Solucion

Esta es una funcién polinomial de la forma: f(x) = a, + a,x + a,x%, porlo
que, no hay restriccion matemaitica para el dominio; por lo tanto, cual-
quier nimero real se puede sustituir por x y obtener un real niimero real
para y.

Para determinar el rango, trazamos la grifica de la funcién y observamos
que f(x) < 3.

Respuesta: El dominio es todos los ntimeros reales R y el rango es todos
los nimeros reales f(x) tales que f(x) < 3.

Ejemplo

¢Cudl es el dominio y rango de la funcién de valor real f(x) = =1+ Vx + 32

Solucién

feop
3
1
4 /8 2 h o1 2
-2
fo) 4}

5]

T
I
]

2\

fix,

) 3

Esta es una funcién radical. El dominio de una funcién radical

es cualquier valor x para el que el radicando (la expresién bajo el

signo radical) no es negativo. Esto significa x + 3 > 0, entonces x

> 3. (El signo > nos indica que x también puede ser 0). -4

o
—_

Respuesta: El dominio es todos los nimeros reales x donde x >

-3,y el rango es todos los niimeros reales f(x) tales que f(x) > ~1.

Ejemplo

¢Cuil es el dominio y rango de la funcién de valor real f(x) = £

y+3°

Solucion

Esta es una funcién racional. El dominio de una funcién ra-

cional estd restringido donde el denominador es 0. En este

caso, x + 3 es el denominador y este es 0 sélo cuando x = —

3. Este valor (que corresponde a una asintota vertical) debe | s—teiek

I

excluirse del dominio. Para determinar el rango, observa-

L7
>

mos que hay una asintota horizontal en y = 1, por lo que,

éste valor debe exlcuirse del rango.

Respuesta: El dominio es todo nimero real excepto 3 y

el rango es todo mimero real excepto 1.
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Variables discretas

Ahora veamos otro tipo de dominio y rango. A continuacién se muestra una serie de angulos formados
por 1,2, 3,4y S rayos con un extremo comun.

i Posicion 1 | Posicién2 | Posicién 3 ' Posicién4 | Posicién S
| = £ /Z ﬁ‘Z
0 dngulos léngulos | 3 dngulos 6 dngulos 10 éngulos |

Si consideramos el nimero de posicién en la serie como variable independiente (valor de entrada), y
el nimero de dngulos formado como variable dependiente (valor de salida), podemos crear una funcién
denominada dngulos. Una entrada de 1 tiene una salida de 0, ya que la posicién 1 no tiene dngulo (des-
cartando el dngulo llano); una entrada de 2 tiene una salida de 1, ya que la posicién 2 contiene 1 dngulo;
una entrada de 3, produce una salida de 3 etcétera. El dominio de ésta funcién se obtiene contando el
numero de entradas 1, 2, 3, 4, 5 que identifican cada una de las posiciones en la serie. Las entradas de
ésta funcion son valores discretos, es decir, no son continuos sino aislados (no hay posicién que sea 1.3
0 4.1). El rango es el nimero de 4ngulos en cada posicién. Estos niimeros también son discretos ya que
no hay ninguna posicién que tenga 2, 4, 5, 7, 8, 9 o cualesquier niimero decimal de dngulos. Podemos
agrupar ésta lista de valores dentro de llaves (en Iugar de corchetes o paréntesis, que indican continui-
dad): Dominio: {1,2, 3,4, 5}

Rango: {0,1,3,6,10}

Actividad 17

1. Determina el dominio de cada una de las siguientes funciones:

a. f(r)=mnr? b. f(x) = Sa2 +2x -1 c.h(t) =4/t d. flx) =V1 -2

e. h(x) =Vx - 10 fg(x)—x+5 g'f(x):%_xi3

2. Atendiendo restricciones contextuales, determina el dominio y rango de cada una de las siguien-
tes funciones:
a) La funcién g(r) = mr2, que describe el drea de una moneda en funcién del radio.
b) La funcién s(t) = 4.9¢2 que describe la caida de una piedra que se suelta desde una torre de 30
m de altura; s es la distancia en metros y t el tiempo en segundos transcurrido al caer.

Ademas del dominio y rango, intersecciones con los ejes, simetrias y asintotas, existen otros conceptos
Y £l 1} ¢}
que nos permiten caracterizar a una funcién.

a. Funciones crecientes y decrecientes
Una funcién f es creciente si los valores de
f(x) aumentan a medida que x aumenta.
Una funcién f es decreciente si los valores
de f(x) decrecen a medida que x aumenta.
La gréfica de una funcidn creciente sube a
medida que nos movemos de izquierda a derecha.

La grafica de una funcién decreciente baja a medida que nos movemos de izquierda a derecha.

Creciente
Decreciente
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b. Concavidad

La grifica de una funcién es
céncava hacia arriba si estd
g?dr:asieh;zlsa ;r;ift;z:n;é Coéncava hacia arriba Céncava hacia abajo
izquierda a derecha; la gré-
fica es concava hacia abajo

si estd curvada hacia abajo.
Una recta no es céncava hacia arriba ni hacia abajo.

¢. Maiximos y minimos

Supongamos que p es un punto en el dominio

def: ) S Minimo flx)p

o« ftiene un minimo local en p si f(p) es |
menor o igual que los valores de fpara los I
puntos cerca de p. H flp)

« ftiene un méximo local en p si f(p) es fp) ! > | >
mayor o igual que los valores de fpara los p
puntos cerca de p.

Mdximo

Ejemplo i
Caracteriza a la funcién con ecuacién f(x) == 5
x—

Solucion

Jp

[ e s
"]

En el lado derecho, se ha trazado la grafica utilizando
Desmos.

-El dominio es todo ‘R diferente de 2

-El rango es todo R diferente de 1.

-La funcién tiene una asintota vertical en x = 2, y una

horizontaleny=1. ~~ pa=g==go-d o iy’ S i
-La funcién es decreciente en el intervalo (~o,2) y (2,
+00).

-La funcién es céncava hacia abajo en el intervalo (—oo,
2) y céncava hacia arriba en el intervalo (2, +c0).

e vt N

: e Aspecto a evaluar: Participacion en cfose'
i ¢ Evidencia: Trabajo colaborativo
{ * Competencia o atributo a evaluar: 8.3

Actividad 18 e s ,

1. Utiliza Desmos, para graficar las siguientes funciones (denominadas basicas o elementales):

f') = ¢ (c es cualquier ndmero real); f(x) = x; f(x) = 1/x; f(x) = |x|; fx) =22 f(x) = %3 f(x) =
f(x) = 2x; f(x) = logx; f(x)= sensx; f(x)= cosx.

2. Caracteriza cada una de estas funciones utilizando las nociones estudiadas.
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Punciones definidas a trozos

Funciones no tienen que ser definidas por una férmula. Por ejemplo, consideremos las siguientes tem-
peraturas maximas diarias en Culiacdn:

12| 13 [ 14| 15| 16| 17
35| 36 | 35 |36 |39] 3%

La temperatura es una funcién de la fecha, porque cada dia da lugar a una y sélo a una temperatura
maxima. No hay férmula para la temperatura (aunque dentro de un rango, la funcién puede aproximarse
por una férmula); sin embargo, la temperatura satisface la definicién de una funcién: cada fecha, tiene
una temperatura de salida tinica, relacionada con ella.

Ademds, algunas funciones son definidas a trozos, con diferentes férmulas aplicadas a diferentes
partes del dominio. Aunque funciones que son definidas a trozos pueden parecer extrafias, nosotros las
encontramos en la vida diaria. En nuestro recibo de la luz, podemos ver el consumo como una funcién
definida a trozos seguin la cantidad de kilowats-hora.

3.00 f o

G 2.50

£ 200

2 L

B © 150
301 - 1200 0.726 100
1201 - 2500 1.768 0:s00 |=¥
Excedente 2.802 >
i 0 300 800 900 1200 1500 1800 2100 2400 2700 3000
Ejemplo B y=2,six<2; Consumo (kWh)
Representa la funcién: )
y=2x-2,six >2; ;
A

Solucidn

_llN Lo L]
N

Podemos graficar cada ecuacién en todo su dominio, y posteriormente sélo
conservar el tramo en el intervalo indicado.

Asi, en la figura de la derecha, la grafica de la funcién pedida, est4 formada dA 23 b b
por los dos tramos continuos; los trazos discontinuos, s6lo nos indican que i
inicialmente se trazd la gréfica total sin considerar las condiciones dadas.

=

’ |] 'ﬂh 5 ! e Aspecto a evaluar: Actividad de evaluacion intermedia
Lo EJERCICIOS 1 Evidencia: Reporte escrito de resolucion de ejercicios y problemas
: e Competencia o atributo a evaluar: 5.3, 6y 8

I
1. Dadas las reglas funcionales que aparecen a continuacidn, escribe cada férmula en notacién fun- i
cional, identifica la variables dependiente y la variable independiente.

a)d=£tzi b) C=2mr c) y= Sa%+2x

Variable independiente: Variable independiente: Variable independiente:

Variable dependiente: Variable dependiente: Variable dependiente:
‘— Notacién funcional: Notacién funcional:

Notacién funcional:
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&

Si f es una funcién de variable real tal que f(x) = Sx + 2, prueba que f(a + 1) + 4 f(a) = 25a + 1S.

3. A continuacién se te presentan varias expresiones algebraicas. Debes decir, para cada una de ellas, si
se trata o no, de una funcién. Explica detalladamente tus respuestas.

3x—2x,six<4

a) flx)=4 0, si4<x<6 b) a2+y2=9 c) y2=2x-4
2, six=6
e) x=$ d) y=5 B
P . x>+ 1 3
4. Sea funa funcién de variable real tal que f(x) = >
a) Calcula f(0), (1), f(-1) yf(0.2) 2 T
b) Prueba que f(a) + f(—a) = a2 + 1. 11 S
S. La funcién festd dada por el grifico de la derecha: 1 7 2 3 45 6 [x
2) Determina £ (0), (1), (2), f(4) y /(6) :
b) Determina el valor de xsif (x) = 0; f (x) = 1; f (x) = 2; 2

gular se llena con un liquido. Considerando las dimensiones

6. Un recipiente cuya forma es la de un paralelepipedo rectan-
del recipiente de la siguiente figura: /

40 cm

a. Establece una expresién algebraica que nos permita sa-
ber cudl es el volumen del liquido en tanto varfa la altu-
ra.

b. ;Cudl es el dominio de la funcién? T 5

27 h O0cm

c. ;Cudl es el rango de la funcién?

d. Realiza una gréfica volumen contra altura. R ———

7. Dadas las siguientes funciones, determina de manera analitica su dominio, traza sus grafica con ayu-
da de algtin software y determina el rango de la funcién.

a. f(x) =5x2+2x -1 b. g(x)=1/x c. g(x)ziig d. fx) = x43~3
e. f(x) =V4-x2 £ h(x) =Va2-25

8. Complementa la caracterizacién de las funciones del ejercicio anterior indicando: intervalos de
crecimiento y decrecimiento, concavidad, méximos y minimos.

:ﬂ. 4 Graficacion de funciones: método de las transformaciones

En este apartado se estudiard cudl es el efecto en la gréfica de una funcién al sumar, restar o multiplicar
una constante por dicha funcién. Este efecto, se convertird en otro método para bosquejar la grifica de
una funcién, que se denomina método de las transformaciones.

Se llama transformacion a toda alteracién de una funcién. Existen tres tipos de transformaciones, a
saber: traslaciones, dilataciones y reflexiones. Para explorar cémo es la nueva grafica de una funcién una
vez aplicada una iransformacion, deberés realizar la siguiente actividad:
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: o Aspecto a evaluar: Actividad de evaluacion intermedia |
ge Evidencia: Reporte escrito de exploracién con tecnologia :
W i » Competencia o atributo a evaluar: 5.6 )

Actividad 19 desmos  S- - mmmmmmm—mmo oo iIliiocaioioos 1]
a. Traslaciones verticales 9 5 :
1. Lagraficadef(x) =x Utiliza Desmos para contestar lo siguiente: 3 ’

es: -Obtén la grafica de g(x) = x + 1, 2
1) h(x) =x+2,i(x) =x+1, j(x)=x - 2. .
-Traza estas graficas en el mismo plano m s %y
e coordenado de la derecha. A 17
-Compara la grafica de la funcién bésica 2
con la de las nuevas funciones. Describe y 3
explica lo observado
2. Lagréficade f(x) = x2 Utiliza Desmos para contestar lo siguiente: \ /9, /
es: -Obtén la gréfica de g(x) =22 + 1, ° /
%) h(x) =a2+2,i(x) =22 -1, j(x)=x2 - 2. ; /
-Traza estas gréficas en el mismo plano 3
= coordenado de la derecha. R ¥y
-Compara la grafica de la funcién basica -1 ]
con la de las nuevas funciones. 2
Describe y explica lo observado 3

Conclusion 1 | Sicesuna constante positiva, y y = f(x) es una funcién cuya gréfica se conoce, en-
tonces la grifica de la funcién:
1. y=f(x) + c se desplaza c unidades hacia
2. y=f(x) — c se desplaza c unidades hacia
A este tipo de transformacion, lo llamaremos traslaciones verticales.

b. Traslaciones horizontales

3. Lagrificadef(x)=x%es: Utiliza Desmos para contestar lo siguiente: \ | /
) -Obtén la grafica de g(x) = (x + 1)?,
h(x) = (x+2)?, f(x) =(x~-1)?%
jlax)=(x—2)

|
b &
~—

= N
\-

-Traza estas graficas en el mismo plano B 2 T 0o 1 3 3x
coordenado de la derecha. -1
-Compara la gréfica de la funcién bésica -2
con la de las nuevas funciones. -3

Describe y explica lo observado

| Sicesuna constante positiva, y y = f(x) es una funcién cuya grafica se conoce, en-
tonces la grafica de la funcién:
1. y=f(x+ c) se desplaza c unidades hacia
2. y=f(x - c) se desplaza c unidades hacia
| A este tipo de transformacion, lo llamaremos traslaciones horizontales.

Conclusion 2




1588 | INTRODUCCION A LAS FUNCIONES Y SUS GRAFICAS s UNIDAD |

S

Conclusion 3

f(x) =Sen xes:
S

Conclusion 4 | 1.

4. La grafica de un ciclo

c. Dilataciones o distorsiones verticales

h(x)=(1/2) senx.

-Traza estas graficas en el mismo plano
coordenado de la derecha.

-Compara la gréfica de la funcién bésica
con la de las nuevas funciones.
Describe y explica lo observado

Utiliza Desmos para contestar lo siguiente:
de f(x) =Senxes: -Obtén la grifica de g(x) =2 senxy

A

9,

“

1

1

EAN s/e/f’h

P,

-2

funcién: y = c f(x) se estira verticalemente.

-3

dela funcién: y = cf(x) se comprime verticalemente.
A este tipo de transformacién, lo llamaremos dilataciones o distorsiones ver-

ticales.

N

estigh verticalmghte

Ef coef. menor que 1,
comprime verticalmente

d. Dilataciones o distorsiones horizontales

S. La grifica de un ciclo
Utiliza Desmos para contestar lo siguiente:

-Obtén la grifica de g(x) = sen (2x),y
h(x) = sen[%x}

-Traza estas graficas en el mismo plano
coordenado de la derecha.

-Compara la grafica de la funcion bésica
con la de las nuevas funciones.
Describe y explica lo observado

A
169

> X

1. Sic>1,yy=f(x) es una funcién cuya grifica se conoce, entonces la grifica de la

2. Si0<c<1,yy=f(x) esuna funcién cuya grafica se conoce, entonces la grafica

2

1

-2

-3

Sic>1,yy=f(x) esuna funcién cuya grifica se
conoce, entonces la grifica de la funcién:
y = f(cx) se comprime horizontalmente.

Si0<c<1,yy=f(x) es una funcién cuya grafi-
ca se conoce, entonces la grafica de la funcién:
y= f(cx) se estira horizontalmente.

Al multiplicar el argumento por un

Six) 3/ niimero mayor que 1,

comprime horizontalmente. Hay
o distarsia
1 <

P A ~

V “L“H\\ ." \‘ -

D 1 9 3 4 5| 64
4 e 'Er

2()|= sen(2x) Six) = senx

-2




e. Reflexiones con respecto al eje X

6. Lagraficadef(x) =a2es: Utiliza Desmos para contestar lo siguiente: \ f /
-Obtén la gréfica de f(x) = - f(«x). j /
S Traza estas graficas en el mismo plano - /

coordenado de la derecha. i

x -Compara la grifica de la funcién bési- 37 T 0 T 3x
ca con la de las nuevas funciones. -1
Describe y explica lo observado -2

=3

Conclusion 5 | 1. Siy= f(x) es una funcién cuya grafica se conoce, entonces la grifica de la fun-
cion:
y = — f(x) se invierte verticalmente (arriba<—s-abajo), es decir, ocurre un re-

flejo con respecto al eje X.

En las reglas anteriores la constante ¢, puede actuar o bien sobre los valores de la funcién (valores de

y), o bien sobre los valores del argumento (valores de x).
Cuando esté sumando, restando o multiplicando a las y, el efecto es sobre el eje Y, es decir, hacia

arriba, hacia abajo, o efecto vertical.

Ejemplos
Observa:
Solucién /
]
a) 16 A i (I‘/-.lf} L ff ) A ll
/ /
/ /
Wi /
V4 = / - .fJr 5
/ / | -
fi flx) =3 I’ ﬁT F1=x84H1 : ) 3
X)) =X X =X (X, =i+
I
| |
b) 6o+ f Feo b i o4
| |
/ |
f |
7 : 2 ] of
fj = / 2 =
e o= | Aitf=53 3
| / /
I |

Cuando esté sumando, restando o multiplicando a las x, el efecto es sobre el eje X, es decir, hacia la de-

recha, hacia la izquierda, o efecto horizontal.
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[ |
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/ / /
i /
/ - / o =
Fil x- X X
f} 4 !f
A i 1 2o EE ST
| | [
I 1
Observaciones

1. Uno de los errores mas frecuentes es pensar que si queremos desplazar la gréfica de una funcién
hacia la derecha le debemos sumar un niimero positivo (véanse las graficas c). Al sumar un ntimero
positivo a la variable independiente, obtenemos un efecto visual de desplazamiento de la grafica ha-
cialaizquierda. Y, por el contrario, al restar un nimero positivo a x, la gréfica se desplaza ala derecha
(véanse las gréficas d). Reflexiona y explora con una tabulacién, sobre el por qué de este fenémeno.

2. El orden adecuado en que deben efectuarse | Por ejemplo: funcién basica f(x) = x2.
las operaciones es de dentro hacia afuera; pri- | La transformacioén, f(x + ¢) = (x + ¢)?, afecta a los

mero lo que esté adentro del paréntesis con x | valores x.
y después lo que esté con y. La transformacién, f(x) + ¢ = 22 + ¢, afecta a los

valores .
Ejemplo
Dibuja la gréfica de g(x) = (x — 3)2 - 2, a partir de la gréfica de la funcién basica f(x) = x2.
Solucién
La transformacién, f(x + c) = (x + ¢)?, afecta a los valores x.
La transformacién, f(x) + ¢ = x2 + ¢, afecta a los valores y.

Efectuando primero lo que estd dentro del parén- A continuacién, consideramos el -2 que afecta los
tesis con x, desplazamos 3 unidades hacia la dere-  valores y, desplazando la gréfica tltima, dos unida-

cha la gréfica de f(x) = a2. des hacia abajo:
f(-\f)A \ ! / 1 ﬂ:t).l\ v 1
. \ H |‘ 1‘ i i
1 3 L .: : = ={x- 2
: \ / 1 3 y o -3)=(x-3)
ﬂ A 2 I ‘| 2 'un\ :‘I
X)=x 1 ! =y £ 1 L) T
44 1. " \ / Jop=x b ‘r'\ “ i
\\ "' ‘\\ "t \ \‘\ "’ /
3 O 1 34 X AT o ¥ 5l' 77 57X
1] | Ay A
xd3)-2=(x-3)2-2
2 2 NV
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Considera la grifica de f(x)=|x|. Traza mediante transformaciones las graficas de las siguientes fun-
ciones:

a. g(x)=—2+[x +2] b. h(x) =3+|x - 2| c.i(x)=—|x+1| d.j(x)=-2]x-1| +4

Considera la grifica de f(x)= #3. Traza mediante transfromaciones las grificas de las siguientes
funciones:

a.g(x)=-3+ (x+3)3 b.h(x)=(x-3)3+1 c.i(x)=-(x+3)3+5

Considera la grifica de f(x) = \x. Traza mediante transfromaciones las gréficas de las siguientes
funciones:

a.g(x)=Vx-5 -2 b.h(x)=Vx+1+3 c.ifx)=—Vx-5-2

. , 1 ; : ; g
Considerala grafica de f(x) = + - Iraza mediante transformaciones las graficas de las siguientes fun-
ciones:

a f(x) = bfx) =—15 cfl®)=—35 +2 dfx)=—A5 -1

Considera la grifica de f(x)= sen . Traza mediante transfromaciones las graficas de las siguientes
funciones:

a.g(x)=-2+senx b. h(x) =3sen x c.i(x)=sen(x+1) d.j(x)=sen(x+1) -3

Considera la grifica de f(x) = cos x. Traza mediante transfromaciones las grificas de las siguientes
funciones:

a.g(x)=-2+cos x b. h(x) =3cosx c.i(x)=cos(x+1) d.j(x)=cos(x+1) -3

Utiliza el Desmos para graficar cada una de las ecuaciones anteriores. Compara estas gréficas con las
que ya habias obtenido. Si hubo diferencias, reflexiona sobre posibles errores u omisiones.

Determina la férmula de cada una de las siguientes funciones que tienen las graficas mostradas.

6/ 6 S
a ) A b) , c A .
/ 4 | |f
3
/ \ 2 |/

] \\ | |/
/-3 2 - 1\\2 3y B R \G] 2 3
flx) = flx) =

Justificacién de la respuesta Justificacién de la respuesta

—
_'.o—-ruw)/”‘
-

=Y
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moaelizacion de renomenos del mundo real

Es util agrupar funciones en familias con patrones de cambio similares porque estas funciones, y las
situaciones que ellas modelan, comparten ciertas caracteristicas generales. Entre estas familias tenemos,
las funciones lineales, funciones cuadréticas, funciones exponenciales, funciones logaritmicas, funcio-
nes trigonométricas, entre otras. En esta seccioén exploraras lo relativo a estas cuestiones.

El objetivo de trabajar estas perspectivas, es desarrollar una estrategia que nos permita determinar la
expresion algebraica de una funcién a partir de su representacién tabular. Esto se explicara a través de
los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1 L B ‘
Determina la expresion algebraica de la funcion representada en la siguiente tabla: 10 | 0 |
1 | 2

Solucion a. ;Qué implicaria examinar la relacién representada en la tabla des-
de una perspectiva de correspondencia? = L=
Una perspectiva de correspondencia de la funcién, centrala atencién, so- | 3
bre una asignacién de un conjunto a otro. Desde esta perspectiva, nos | 4
movemos desde los argumentos (valores de la variable independiente) [ x
hacia las imégenes (valores de la variable dependiente). En simbolos, te-
nemos la asignacién: x — y que se traduce en:

0—0, 152,24, etc.

¥ L 3 e perspectiva de correspondencia trabaja de la siguiente manera:
REEEE :Cémo encuentro y a partir de x? y x
1 12 | ;Quéhacer? Descompongamos los valores oo
2 | 4 | deyenfactores, tratando de que estos 0=2x0
i ' 3—|_6—‘ valores y aparezcan en funcién de x. 2 =2x1
' 4 8 | Concluimos que: y =2x 4=2x2
L | | 6=2x3
x| & Asf, esta perspectiva nos ha permitido encontrar 8 =2x4

la representacién simbélica de la funcién dada, y=2x

asaber, y = f(x) = 2x.

b. ;Qué implicaria examinar la relacién representada en la tabla desde una pers-
pectiva de covariacién? Esto, lo analizaremos a continuacién:

Una perspectiva de covariacion enfoca sobre patrones basados en cémo dos variables
cambian simultineamente. Esto significa, que debemos observar los cambios cuantitati-
vos en cada una de las columnas de la tabla. Asi pues, desde la perspectiva de covariacion
nos movemos y observamos cambios en los valores, primero de un valor de x, hacia otro
valor de x, y posteriormente hacemos, lo mismo para los valores de y.
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Solucién Uno podria observar que conforme aumentan los valores de L% | ¥
x, también aumentan lc?s de y. Especificamente, si x aumenta Ayl 0 | 0 P -
en 1, los valores de y se incrementa de manera constante en 2. sl 2]
Atencion: Este patrén especifico exhibido por la funcién de S 12| 4 P
la tabla de un aumento aditivo constante en valores de sali- | 3| 6 | D%
da, es caracteristico de las funciones lineales. Més adelante se ~ +1 | 4| 8 |O*
abundari al respecto. & 1.7 |

X LRl

Para futuros anilisis, es conveniente establecer que esta can-

|
tidad en que cambian las salidas, son diferencias entre cada /

valor de salida y su predecesor, a saber: 2 - 0=2;4 -2 = 2; e
6-4=2;8-6=2. y=flx)=2x

Comparando estos resultados con la expresién y = f(x) = 2x,
encontrada con el enfoque de correspondencia, puede obser-
varse que el aumento aditivo constante de +2, en los valores de
salida, es el coeficente de x en la ecuacién de la funcién (aun-
que debe aclararse, que esta coincidencia sélo es posible si los
valores de x aumentan en una unidad).

St )
Ejemplo 2 | 0 A 3
Determina la expresi6n algebraica de la funcién representada en la siguiente tabla: ‘ L] 6 |
5 . . 2 12
Solucidn a. Perspectiva de correspondencia i
S T N 1
. % | ¥y | ;Cémo encuentro y a partir de x? 3= 52 | 4 : 48 |
0 | 3 | ;Qué hacer? Descompongamos 6= d3;><2 = 3x21 ‘ x | &
ER ‘_8 los valores de y en factores, tra- |, _ 3322, = 322
2 | 12 | tando de que aparezcan en fun- 24 = 3x2XIXD= 3x23
5 |25 | Sodes 48= 3x2x2x2x2 =3x24
4 | 48 | El valor inicial de y puede
— ; escribirse: 3 = 3x20
L& | ¢

SIS L Concluimos que: y = 3x2*

b. Perspectiva de covariaciéon

Puede observarse que, si x aumenta en 1, cada valor de y es

2 veces el anterior. | B | B _i
Atencidn: Este patrén especifico exhibido por la funcién ~ +1V i—(l). ‘ ' z |
de la tabla de un aumento multiplicativo constanteenva- 44 |, — |
lores de salida, es caracteristico de las funciones exponen- ; 2 |12
ciales. Mas adelante se abundar4 al respecto. a4 | 3 |24
| 4 | 48

Comparando estos resultados con la expresién y = f(x) LB
= 3x2% encontrada con el enfoque de correspondencia, L x | ¢
puede observarse que el factor por el que se multiplica un
valor de y para obtener el siguiente, es la base del exponen-
te x de la ecuacion de la funcién, y, el valor de y cuando x
es 0, es coeficiente de dicha ecuacién.
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Ejemplo 3 o
Determina la expresion algebraica de la funcion representada en la siguiente tabla: 0 0
| ]
Solucién a. Perspectiva de correspondencia 2 | 4
. e
x | y | ;Coémo encuentroya partir de x? { ’LL
0 | 0 | ¢Quéhacer? Descompongamoslos — o_ 4 | 16 |
™ 1 _-_l_ | valores de y en factores, tratandode ;. 4 71-712 x | 32
~, 4 | dueaparezcanen funcién de . 4= 2x2 =22
FT= 1 & 1 9= 3x3=3?
L i—-—; 16= 4x4 =42
—t -' Concluimos que: y = &2
x | &
b. Perspectiva de covariacién
En esta funcién, un primer andlisis de covariacién (pri- x |y
meras diferencias), no proporciona mucha informacién; 0 o |
una estrategia es hacer un segundo anilisis (segundas +1 4 iPH P +2
diferencias) , ¥ en este caso, encontramos un aumento 4 i 1 {1 ;P+3
aditivo constante en los valores de salida. - 2 4 ' D +2
+
Atencioén: Este patr6n especifico exhibido por la fun- HE 2 ! i +7 P 2
cion de la tabla de segundas diferencias constantes, en 4 | 16
valores de salida, es caracteristico de las funciones de se- x 1 2 |
gundo grado. Mas adelante se abundar4 al respecto.
Para esta funcion, la perspectiva de covariacion sélo nos ha permitido concluir que esta
funcién es de segundo grado. Una vez establecido el modelo general de estas funciones,
ésto serd de gran ayuda.
Ejemplo 4 % Y
Determina la expresion algebraica de la funcién representada en la siguiente tabla: 1 3
2 |3/2
Solucién a. Perspectiva de correspondencia 3 1 ‘
| x__'__ y_ :Coémo encuentro y a partir de x? xy 4 | 3/4
1 3 :Qué hacer? En este caso, no parece que \) | 8 | 3/5
5 | 3/2 proceda la descomposicion de los valo- 1x3 =3 x : £2
3 | 1 | ™ de y en factores. Debes considerar 2x3/2=3
= estecaso especial de comportamientode 3x1 =3
4 | 3/4 | lasvariables, que viene dado por: 4x3/4 =3
: 9 P
S | 3/5| xy=3;0bieny=3/x
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Solucion b. Perspectiva de covariacién | x y
Puede observarse que, si x aumenta, y disminuye. | | 1 3 o
wn
Atencion: Este patrén especifico exhibido por la funcién de 3 2 |92 2
la tabla de que mientras x aumenta, y disminuye, es caracteris- &| | 3 | 1 <
tico de las funciones inversas. Las funciones inversas son del 4 | 3/4
tipo: | 5 |3/s
xy=k; obieny=k/x x| &
La tabla de la derecha, es la misma del ejemplo 1. En dicha tabla, se debe tener en cuenta % y
que los valores de x, aumentan en una unidad. Bajo esta circunstancia, el aumento de d o
2 unidades en los valores de y, provoca que la expresién de la funcién sea y = f(x) = 2x.
1 2
Ahora, para esta misma funcién, supongamos que sélo conocemos los valores dados 5 | 4
en la siguiente tabla: :
| 3 | 6
x |y | Debes convencerte que esta tabla representa a la 4 8
0 0 44  Misma funcién del ejemplo 1 cuya expresién algebrai- x 32
+2.0 EN P cases: y=f(x) = 2x.
= +4 ; : ;
2y 4 8 P Contrario a lo sucedido en la tabla anterior, el aumento en los valo-
24 [ 5 P +4  res de y, no coincide con el coeficente de x en la expresién algebraica.
! Esto sucede porque los aumentos en los valores &, no son unitarios.
L& &

Sin embargo, podemos razonar de la siguiente manera:
y =flx)= 2x six aumenta +2, y aumenta +4

sixaumenta +3, y aumenta +6

si x aumenta +4, y aumenta +8

six aumenta +1, y aumenta +2.

Nos interesa lo que pasa con el aumento unitario de x, porque esto nos proporciona el coeficiente
que lleva x en la expresién algebraica. Sin embargo, observamos lo siguiente:

4 6 _8 _ 2

2737471
Estas razones formadas entre la cantidad en la que cambian los valores y, y la cantidad en la que cam-
bian los valores x, es precisamente el valor del coeficiente de x en la expresion algebraica de ésta funcién.
Estas razones son de gran importancia al clasificar las funciones, por lo que reciben el nombre especial
de razones de cambio.

La idea de razon es central para el trabajo que hacemos en el andlisis de situaciones funcionales.
La descripcién de razones de cambio en una relacién funcional puede proporcionarnos informacién
importante acerca de una situacion. Antes de estudiar razones de cambio, estableceremos la siguiente
definicién:

La variacién o cambio de una funcién en un intervalo, representa el aumento o disminucién de la
funcién en los extremos del intervalo. Estudia los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 1
Actualmente, Carlos mide 1.80 m de estatura, y hace 10 afios tenia una estatura de 1.45 m.
a. ;Cuénto ha cambiado la estatura de 10 afios a la fecha?
Solucién

En esta actividad se observan dos variables: estatura y tiempo. Se pide medir un cambio en la variable
estatura al cambiar el tiempo. Asumiendo que estamos en el 2017, la variable tiempo toma valores en el
intervalo [2007, 2017], y la estatura varia en el intervalo [1.45, 1.80].

Sialavariable estatura la denotamos como e, su valor inicial puede simboluizarse como e;y su valor final
como e; entonces el cambio de esta variable puede medirse por la diferencia:

e—¢;=Ae
En donde Ae representa el cambio de la estatura, y, segtin la informacién proporcionada, este cambio es:
Ae=¢; — ;= 1.80 — 1.45 = +0.35 metros.

De la misma manera, si a la variable tiempo, la denotamos como ¢, y a su valor inicial y final como ¢, y t
respectivamente, entonces el cambio de esta variable t, se mide por la diferencia:

te—t,= At

En donde At representa el cambio en el tiempo, y, segtin la informacién proporcionada, este cambio es:
At =t;—t,=2017 — 2010 = +10 afios.

}10 q 2007 i::; .>+}c‘).35

2017

Valor final menos

valor inicial: 2017 - 2010 = +10 Valor final menos
valor inicial: 1.80 - 1.45 = +0.35

Entonces la respuesta a la pregunta es: La estatura de Carlos tuvo un aumento de 0.35 m en 10 afios.

A continuacién determinaremos los cambios en variables a partir de la grfica y regla de una funcién.

Ejemplo 2 : 25 | R
Si desde una torre de 30 m de altura se deja caer una piedra, dicha
caida libre se describe por la férmula s(t) = 4.9¢2, en donde s es la dis-
tancia que cae el cuerpo en metros, y t el tiempo en segundos trans-
currido al caer. ;Cudnto cambia la distancia que cae la piedra entre 1
y 2 segundos?

s(t) =4.9¢2

s (metros)

Solucién

A partir de la grifica, se puede observar que el cambio en la distancia
de caida de la piedra entre 1 y 2 segundos, es aproximadamente:

As=s;—5=196-5=146m
Este resultado es aproximado y puede variar de una persona a otra.
Sin embargo, si utilizamos la férmula que modela a este fenémeno, a
saber, s(t) = 4.9, se obtendria un resultado mas preciso. Para dicho
cdlculo, necesitamos recordar como debe evaluarse una funcién a través de su regla y aplicar la siguiente
expresion para medir el cambio: As=s(2) —s(1)

t (segundos)
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s R SR
' ‘ |

= 20 ‘ .

g /— = Si s(t) = 4.9£2, entonces:

g s(1)= 49(1)2=49

o IS S | — s(2) = 49(2)2=49(4) =196

|
10 e—— ! -
| Esto significa que un objeto en caida libre, recorre
g : | 14.7 metros entre los segundos 1y 2.
|5(1)
o 1 2 3
t (segundos)
Ejemplo 3
Determina el cambio de la funcién y = x2 + x en los intervalos: a. [0,1], b.[2,4].
Solucién a.[0,1] Ay =y;~y;=y(1) = y(0)
=(02+0)-(12+1)=0-2=-2
b.[2,4] Ay=y;—y;=y(4) -y(2)
=(42+4)-(22+2)=(16+4) - (4+2) =14

Actividad 20

1. Considerando la informacién del ejemplo 2, contesta las siguientes preguntas:
a. ;Cudnto cambia la distancia que cae la piedra entre 0 y 2 segundos?
b. ;Cudnto cambia la distancia que cae la piedra entre 0y 3 segundos?

2. Determina el cambio de la funcién y = &2 + 3x — 2 en los intervalos indicados:
a.[2,4]; b.[-2,0]

Recordemos que la covariacion trata sobre los cambios simultdneos entre variables. Al analizar re-
presentaciones tabulares, esto se manifesté observando cambios tanto en los valores de x, como en los
de y. En el caso de caida libre, evaluamos la distancia recorrida por un objeto respecto a cierto intervalo
de tiempo. La idea que ahora necesitamos fijar, es que esta variacién simultdnea entre dos variables, es
conveniente que se establezca para valores unitarios de los valores de entrada. Por ejemplo, si un auto-
movil recorre 200 km en 2 horas, lo mas comun, es que reportemos lo que recorre en 1 hora. Para ello,

distancia

establecemos la razén: ———— y obtenemos:
tiempo

distancia _ 200km 100 km
tiempo ~ 2horas = 1horas

Esta razon se escribe simplemente como 100 km/hora. Asi, cuando hablamos de velocidad, nos es-
tamos refiriendo a una razén: la razén distancia con el tiempo.

Volviendo al ejemplo 1, si sabemos que Carlos creci6 0.35 m en 10 afos, ;cudnto creci6é Carlos por
ano? La respuesta la obtenemos planteando la razén:

Cambio enestatura _ 0.35m
Cambio en tiempo 10 afios

=0.035 m/ano
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Hemos planteado una razén de cambio. Una razén de cambio nos permite ver cémo una variable
cambia con respecto a otra variable, es decir, es un cambio relativo. En la situacién planteada, la estatura
de Carlos cambié con respecto al tiempo, a razén de 3.5 cm por afio. Esto no significa que Carlos cre-
ci6 3.5 cm cada ano. Pudo crecer mds al principio y luego dicho crecimiento pudo haber disminuido y
después aumentar; pero en promedio se dio un crecimiento en la estatura de 3.5 cm por afo. Debido a
esto, realmente estamos calculando una razén de cambio promedio. Sin embargo, con frecuencia sélo
usaremos "razén de cambio” en vez de "razén de cambio promedio".

Podemos entonces, definir razén de cambio de la siguiente manera:

Razon de cambio, es el cociente entre el cambio en la variable dependiente (valor de salida) divi-
dido por el cambio en la variable independiente (valor de entrada).

. . _ Ay _ Cambioenvalordesalida  Yfnal = Vinicial
Rebildemublos-Je = Cambio en valor de entrada ~  Xfiual — Xinicial

' e Aspecto a evaluar: Participacion en clase .
i » Evidencia: Trabajo colaborativo
Actividad 21 | » Competencia o atributo a evaluar: 8.3 ]
_ e R B R L A
Un vigilante de un parque mide la profundidad del agua en un lago Dia | Profundidad del ||

en el mismo sitio durante un periodo de varias semanas y registré los lago en metros

resultados en una tabla: i —
a. ;Cudl fue el cambio en profunidad desde el dfa 7 hasta el dfa 14? i . 1529 |
b. ;Cudl fue el cambio en profundiad desde el dia 14 hasta el dia 28? 14 | 1543
| ¢ ;Cuidl fuelarazén de cambio promedio en profunidad desde el dia7 | 28 15.57
' hasta el dia 14? ;Desde el dia 14 hasta el dia 28? ;Desdeeldia7hasta | 35 | 1571
dddd 2| 1585

En notacién funcional, decimos que, dada cualquier funcién f (de valor real) definida en un interva-
lo [a, b], la razén de cambio promedio de esta funcién sobre el intervalo, es el cambio en el valor de la
funcién de a a b dividido por la longitud del intervalo de a a b.

Debido a que el cambio en el valor de la funcién entre a y b es f(b) — f(a) y la longitud del intervalo
deaab esb - a,larazén promedio de cambio sobre el intervalo [a, b] es:

Ay f(bg ~f(a)

Razén de cambio =
Ax

fix)
A
En un escenario grafico, con frecuencia describimos este cam-

. . . 1 ; : fib)
bio en la variable dependiente dividido por el cambio en la inde-
pendiente como “elevacién sobre avance”, que es la pendiente de la y=
recta a través de (a, f(a)) y (b, f(b)) tal y como se muestra en la
figura de la derecha.

ﬂ
=
=

S

elevacion

avance
4 . L3 ’ iy b "
"Elevacién" corresponde al cambio vertical en la gréfica (cam- (@ fw) 7"
bio en y), en contraste a un "avance", que corresponde a un cam- |
bio horizontal en la gréfica (cambio en x). @ 5

Sfa)+

«Y
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'[ e Aspecto a evaluar: Participacion en clase :
i o Evidencia: Trabajo colaborativo

I
Actividad 22 Lo Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |
e 1
El drea A de cualquier cuadrado es funcién de su A ; E
lado 'y estd dada por la férmula A(I) = 2. Si [ crece, 16 //7 :
entonces el drea también crece. 14
a. ;En cudl de los siguientes intervalos crece con 9
mayor rapidez el drea del cuadrado? o /

a.1 Cuando [ cambia de 0 a 1 metro.
a.2 Cuando [ cambia de 1 a 2 metro.
a.1 Cuando I cambia de 2 a 3 metro.
b. ;La rapidez con la que crece el drea es constante
o también cambia?

Area (m?)

L B = T« I ¢ ]

—_—— >

4
Longitud (m)

La razén de cambio de una funcién es un medio importante para describirla. La funcién que presen-
tala razén de cambio de manera mds explicita, es la funcién lineal.

Si definimos geométricamente a las funciones, es decir, si atendemos la clase de grafica que tienen, en-
tonces, una funcién es lineal si su grdfica estd sobre una linea recta. Como consecuencia de este hecho, las
funciones lineales tienen otra caracteristica relacionada con las razones de cambio.

Recordemos la situacién del avién que vuela a 900 km por hora. La siguiente tabla ilustra el compor-
tamiento de esta funci6n bajo un enfoque de covariacién.

+1 +1 +1 41 41 +1 +1  +1

L1l2 131458171891
900 |1800 2700 3600 4500 |S400 6300 7200 |8100 /9000

\ANANANANANANANANA
+900 +900 +900 +900 +900 +900 +900 +900+900

Los valores en la tabla indican que por cada incremento en el tiempo de 1 hora, la distancia que reco-
rre el avién desde el punto de partida aumenta 900 km. La raz6n de cambio es:

900-0 _ 1800-900 _ 27001800 _ _ 900
1=0 2<=1 3=3 e 1

=900

Observacidén. Para ésta representacion tabular de la funcién, el aumento aditivo constante de 900,
en los valores de salida, es igual a la raz6n de cambio; sucede asi, porque los valores de entrada, aumen-
tan en una unidad.

Esta razén de cambio también puede calcularse con pares de valores no consecutivos; por ejemplo:
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5-2=43 10-6=+4

e -

0] 1|2 (3|45 |67 ]|8]9]10

900 1800|2700/ 3600|4500 5400/6300(7200| 8100|9000
— e ——
4500 - 1800 = +2700 9000-5400=+3600

4500 - 1800 _ 2700

( po transcurrido en horas’
d (distancia recorrida en km)

(=]

T=5 = =900
9000 - 1800 _ 3600 _
0-6 ~ 4 0

Ciertamente, las funciones lineales, se caracterizan por tener un aumento aditivo constante; pero,
ésto puede apreciarse s6lo cuando los valores de entrada cambian de manera uniforme. Por ejemplo, la

tabla anterior, bien podria consistir de los siguientes valores:
5-2=4+3 10-6=+4
P\ P\
0 1] 2 S 6 | 10
’d (dlstanm recorrida en km) 0 /900 1800/4500|5400 9000

4500 - 1800 = +2700 9000 — 5400 = +3600

En esta presentacion, no se aprecian aumentos constantes, pero tenemos en todos los casos, razones
de cambio es 900. A partir de estos resultados podemos establecer el siguiente patrén:

Funciones lineales estan caractenzadas por una razén de cambio constante

Para visualizar la razén de cambio en una gra- 2500 ]
fica, recordemos la grifica de esta situacién del NS =100 V4

4000

.\
. s - g Elevacion
avion. En tal grifica, formamos tridngulos con un < g A T (fm}
: 0 » ] _;‘ f
segmento horizontal que llamaremos “avance” (la £ 2500 //L“ == A
diferencia entre dos valores x), un segmento ver-  § 2000 /
tical que denominaremos “elevacién” (la diferen- B o / Eleyacidn
2 (¥1800)
cia entre dos valores y), y un segmento de larecta  § d i e
- - r ’ . ] 0
misma. Tridngulos como éstos, se denominan  ° uhe /
. . ‘ - 500 Avance (+2)
tridngulos de pendiente, y a la raz6n elevacién/ f
avance, se le denomina pendiente de la recta, y se 1 5 : eL
0

representa con la letra m.

_ Elevacién _ 1800 _ 900 _
© Avance T 2 1 =900

tiempo transcurrido (horas)

pendiente = m

Ademis, puede observarse que, lo que hemos denominado "elevacién", corresponde a un cambio ver-
tical en la gréfica (cambio en distancia), en contraste a avance, que corresponde a un cambio horizontal
en la grifica (cambio en el tiempo). Entonces:

by )10
- 4a

pendiente = m = Razén de cambio = s

Observacién. Aunque utilizamos el término “elevacién’, esta “elevacién” es negativa cuando la incli-
nacién de la recta es hacia abajo; en contraste, asumimos que “avance” siempre es positivo.

Recta con pendiente
positiva

—
Avance (+)

Elevacion (+) Recta con pendient

negativa Elevacion (- )

Avance (+)
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Funciones de variaciéon directa

El ejemplo anterior de la situacion del avién, es una funcién lineal puesto que su gréfica esta sobre una
recta. Pero ésta funcién en particular, tiene otra caracteristica especial: pasa por el origen. Funciones
como ésta se denominan funciones de variacién directa, y, se dice que las variables involucradas, varian
directamente proporcional. La variacién directa puede definirse en términos de variable de la siguiente
manera

Se dice que la variable y es directamente proporcional a la variable x si: y = kx _j

En el ejemplo mencionado, “la distancia recorrida por el avién varia directamente con el tiempo
transcurrido segtin la férmula d = 900t 6 y = 900x.

En términos de funciones, una variacién directa, es  » 1 y=fx) =kx
una funcién, donde la razén entre un nimero y del ran- 50 1)
go (ntiimero de salida) y el correspondiente niimero x del -|—
dominio (ntimero de entrada), es la misma para todas las {2y, ) Rl
parejas de la funcién. 2 x x
Es decir, si (x), ) y (%, 7,) son cualesquiera dos pares i !
ordenados de la funcién, entonces, se cumple que: 0(0,05— x,—
n=kx =y /2, =k "o
¥, = kx,—> y, /x, = k, entonces: e

X.
. _ = v 4 y=f9)
Esta es la bien conocida regla de tres.

L

Para encontrar la expresion algebraica de la funcién en ¥y Plx, y) = P(x, flx))
términos de m, consideremos la figura de la derecha en la c(1, m)
que uno de los puntos tiene por coordenadas (1, m), y el Y
segundo punto tiene coordenadas genéricas (x, y): i [

Puesto que los tridngulos OAC y OBP son semejantes, O(0,04— 1 —-A B
m . x
T
Resolviendo para y, obtenemos: y =mx. O bien: f(x)=mx

R

se cumple que: —%— =

Estas son las férmulas de las funciones de variacién directamente proporcional.

A continuacion, averiguaremos la férmula para aquellas funciones que son lineales pero no son de
variacién directa.

funciones lineales

Funciones lineales son ttiles para modelar muchas situaciones del mundo real. La siguiente actividad
explora una situacion de este tipo:

Actividad 23

Un vendedor de uniformes, paga $ 26,250 por la compra de 100 uniformes grabados con las inicia-
les de quien lo compra, y vendera a $350 cada uniforme. (a) Describir en palabras la relacién entre
ganancia y el niimero de uniformes vendidos; (b) ;Qué patrones puedes encontrar en la manera en la
cual una cantidad varia en relacion con la otra cantidad?; (c) Escribe una regla o expresién para esta
relacion; (d) Utiliza un software dindmico para trazar la grifica de esta funcién; (e) Traza sobre la
grdfica al menos dos tridngulos de pendiente y utilizalos para comprobar que la razon de cambio es
constante.
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Ganancia (total), es una funcién del nimero de uniformes vendidos y se determina por el ingreso de
vender n uniformes a $350 la pieza, menos el gasto del vendedor ($26250) al comprar 100 uniformes.
Puesto que se empieza con una deuda inicial (inversién) de $26,250.00, podemos establecer que al te-
ner 0 uniformes vendidos, la ganancia es de -$26,250.00, y, a partir de ese momento, por cada uniforme
vendido, se ird reduciendo esa deuda en $350.00, hasta llegar a un punto en que realmente empiece a

haber ganancias.
4l—> 4]l—> 41 —> 4+l —> +1—> +1—> +1—> +1—>+1—> +1—>

0 1 2 3 4 S 6 7 8 9 10

€91-26250{-25900/-25550|-25200{-24850{-24500|-24150|-23800{-23450|-23100{-22750
Tr——F e e ¥ ¥ ¥ T TV ——7
+350 +350 +350 +350 +350 +350 +350 +350 +350  +350

Por cada uniforme vendido, la ganancia se incrementa en una cantidad constante de $350.

AG _ Cambioen G _ 350_350
An ~ Cambioenn =~ 1 —

En la siguiente tabla vemos valores de G, para incrementos de n (uniformes vendidos) distintos de 1.
+10 = +10 = +10 = +10 —» +10 = +10 = +10 —»> +10 —> +10 —» +10 —>»

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

(CELERIEEEIENN 26250 | -22750 |-19250 | -15750 | -12250 | -8750 | -5250 | -1750 | +1750 [+5250 | +8750
e —F —F —F —F —F —F —F — ——
+350 4350  +350 +350 +350 +350  +350  +350 +350  +350
En esta tabla, se aprecia que la ganancia aumenta por una cantidad constante de $3500 por cada
aumento en 10 en el nimero de uniformes vendidos. Entonces:
AG _ Cambioen G _ 3500
An ~ Cambioenn ~— 10
Observacién. En la tabla que considera variaciones unitarias de n, las diferencias entre valores de G
son iguales a la razén de cambio (350 =350/1). Sin embargo, en la otra tabla con variaciones en 7 dis-
tintas de 1, las diferencias (3500), no son iguales a la razén de cambio que sigue siendo 350. Las razones
de cambio de tna funcidn, son razones, no diferencias.

La razén de cambio es: Razén de cambio =

=350

Razén de cambio =

Para encontrar una expresion algebraica que relacione ganancia con nimero de uniformes vendidos,
debemos tener en cuenta dos cuestiones: primero, por cada uniforme vendido, el grupo recibe $350.
Esta idea se puede representar con 350n. Segundo, esta expresién no tiene en cuenta los $26250 de
deuda por comprar 100 uniformes; por tanto, necesitamos incluir -$26250 en la regla de la funcién,
quedando como, G(n) = 350n - 26250.

A continuacién se presenta una parte de la grifica de esta funcion sobre la que se han trazado dos
tridngulos de pendiente:

A
10000 90,5250 | A+
5000
5) | |Elevicidn (+5250)
(1] 0
8 ¢ 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 6D 65/7(7'5/80 8 90 95 100
g -5000 —— m ——{}1-5)
(‘B -10000 // vance Numero de unjformes
L endidos ()
15000 (20,-19250) || Gln)=350n-26250
-20000 "r/ ;
| —T  |Elevacion (+700)
-25000 L "]
_3000?Tv Avance (+20)
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Utilizando estos tridngulos, la férmula de la funcién, y la definicién de razén de cambio en notacién
funcional obtenemos:

Intervalo [0,20]:
penslibnde=m= Wi A camblio= AG _G(20) - G(0) _ (350(90) - 26250) — (350(0) ~ 26250)
An 20-0 - 20
S e

Intervalo [7S, 90]: '
s . AG _G(90) - G(75) _(350(90) —26250) — (350(75) —26250)
pendiente = m = Razén de cambio = A 00 20

=220 2350
Una vez mas, hemos demostrado, que en una funcién lineal, la razén de cambio puede obtenerse con
cualesquiera dos pares de puntos (o cualesquiera dos pares de tridngulos de pendiente).
La definicién geométrica de funciones lineales, como funciones que yacen sobre una recta, y los
conceptos de la semejanza de tridngulos, nos permitirdn encontrar la férmula que caracteriza a estas

funciones.

Y A
Sea f(x) una funcién cuya grafica yace sobre y =fx)
una recta. Sea b = f(0) y m la pendiente de la b, y) = Plx, fix))
recta; Sea P(x, y) un punto genérico sobre la D beb
recta (pero no sobre el eje X). Con base en esta Piq= & |
informacion y teniendo en cuenta que la pen-  A(0, b) .
di : T I—1—8 Y
iente m puede ser ilustrada en cualquier tridn- b

gulo pendiente, podemos dibujar lo siguiente: | | >
; 0(0,0) | ] X

I X

Puesto que los tridngulos ABD y ACP son semejantes, se cumple que: y;_b - —nf—

Resolviendo para y, obtenemos: y = mux + b. Puesto que y = f(x), podemos escribir: f(x) = mx + b

Resumiendo:

Las funciones lineales estdn caracterizadas por una razén de cambio constante y tienen una férmu-
la del tipo f(x) = mx + b, donde m es la razén de cambio constante (pendiente de larecta), y b es el
valor de y cuando x = 0 (interseccién con el eje Y).

Sib =0, la funcién lineal contiene al punto (0, 0), y es de variacién directa cuya ecuacién, ya sabemos
que ES,J} = mx.

Ya estamos en condiciones de determinar la expresion algebraica de toda funcion que sea lineal.
Estudia el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1
Determina si la funcién expresada en la tabla de valores de la derecha, es lineal. En

caso de que lo sea, determina también su expresién algebraica (regla).
<

\-PUJLN-J'—-CDH
o
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Solucién
x y Puesto que los valores en las entradas, aumentan en una canti-
G [ =T S (=1)=8 dad constante, podemos calcular sobre la tabla, las diferencias
+11 2 los valores de salida. En esta funci¢ d
I 4 _ en los valores de salida. En esta funcion, para ca a aumento en
H P R~4=5 1 en la variable independiente, el valor de la variable depen-
+1| 2 9 14-9=5 diente aumenta en una cantidad constante. Por lo tanto, esta-
1y 3 14 |5 A= mos en presencia de una funcién lineal. Entonces, su ecuacién
4 | 19 | R=B=3  wan forma: y = f(x) = mx + b.

Los valores que debemos determinar son el de m (razén de cambio) y el de b (valor de y cuando x = 0).
Ay _ Cambioeny _ 5 _

Ax ~ Cambioenx 1

Determinacién de b. Puesto que y = -1, cuando x = 0, entonces, b = —1.

Céilculode m. m =Razén de cambio =

Sustituyendo estos valores en y = f(x) = mx + b:
y=f(x) =52+ (-1).
y=f(x) =Sx—1).

T . o T S .

| © Aspecto a evaluar: Participacion en clase !
s Evidencia: Trabajo colaborativo
i ® Competencia o atributo a evaluar: 8.3

Actividad 24

Representa grdficamente la funcién anterior, y determina la pendiente a través de un tridngulo de |
pendiente. |

Ejemplo 2 - P
Determina si la funcién expresada en la tabla de valores de la derecha, es lineal. En caso | % | i_ 62
de que lo sea, determina también su expresién algebraica (regla). ‘—20 i—72 a
Solucién Ean _i

* )2 Esta funcién, aunque no presenta aumentos uni- | 30 | 92 |

<l 1% | .63 P 72— 62=10 tarios en los valor‘es de entrada, éstos aumentos
+ MEREZ son constantes; asimismo, los valores de salida presentan aumen-
+5 P 82-72=10  tos constantes. Por lo tanto, estamos en presencia de una funcién

+54] 25 | 82 P 92 —-82=10 lineal. Entonces, su ecuacién es de la forma: y = f(x) = mx + b.
30 | 92

Célculo dem. m=Razén de cambio = % =g§‘$5—%% =1T0: -

Célculo de b. En este caso, no conocemos el valor de y cuando x = 0. Asi que, debemos calcularlo.
Puesto que m = 2, la férmula "parcial” de esta funcién es: y = f(x) = 2x + b.
Pero, ya sabemos que cualesquier par de puntos (x, y) de la funcién, es solucién de su ecuacién.

Si escogemos el primer par de valores: x = 15, y = 62.
Sustituyendo estos valores en y = f(x) = 2x + b:
62 =f(15) =2(15) + b.
Despejando a b: 62=2(1S) +b.
62-30="b. Sustituyendo este valor en y = f(x) = 2x + b, obte-
b=32. nemos la férmula pedida: y = f(x) = 2x + 32



Ejemplo 3
Determina si la tabla de valores de la derecha, corresponde a una fun- |
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[« [-1]o[3 ][5 [8]

ly [35]|5]65]8 [95]

cién lineal.
Solucién Revisemos sobre la tabla, las diferencias tanto en x como en ¥:
ki Y= ]
-1]o[3]s[s]
y 135 s |e6s| s [os]
Esta funcic')n, aunque presenta aumentos constantes en los valores de ¥; ésto no es asi
para los valores de x. Por lo tanto, esta funcién podria no es lineal. Calculemos las razo-
nes de cambio para verificar ésto:
Razén de cambio = Ey_ %%g:g%i— 115 1.5
Razén de cambio = —2% cc:%b_b:ﬁ::% —1-,3;§-~ 0.5
No hay necesidad de seguir con estos célculos; basta con encontrar dos razones de cam-
bio diferentes para concluir que la funcién no es lineal.
) _:r . Aspecto a e"va— I ;ar Pamep;c;o;J -en clase :
I » Evidencia: Trabajo colaborativo |
Actividad 25 | » Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |

a.

L. Determina si la siguiente tabla corresponde a una funcién lineal. Si lo es, sigue los pasos indica- |
dos para encontrar su expresién algebraica.

¢Es una funcién lineal? : Por que?

b. La expresion algebraica pedida es de la forma
¢Cudles sonlos datos necesarios para establcer la expresion de esta funcién?
¢Cudl es la raz6n de cambio de la funcién?
:Cémo se obtiene b (el intercepto con el eje Y?
Encuentra el valor de b:
La expresion algebraica es:

x | -1 5 9 | B | 17
=325 | -075 | 1.75 | 425 | 675

2. ;Cudles de las siguientes tablas podrian representar funciones lineales? Encuentra la ecuacién de
aquellas que si lo sean.

a.

X

o123 bluTol12713 CSlals]olulw

Y

27 |25 |23 |21 v| S [10] 18 | 28 y |20 |32|44 |56

3. En cada caso, grafica la recta que pasa por el punto dado, y que tiene la pendiente dada.
a (5,-2),m= 2 b. (-2,4),m=3/4 c.(3,1),m=-1/3
d.(0,4),m=-3 e (4,2),m=0 f. (=3, 1), sin pendiente.
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Hemos explorado funciones lineales e identificados patrones lineales de cambio en tablas, gréficas y
expresiones algebraicas. Ahora consideramos otras clases de funciones, cuyas razones de cambio no son
constantes. Aunque estas funciones no tienen razones de cambio constantes como funciones lineales,
ellas tienen razones de cambio que son predecibles, y ellas pueden usarse para para modelar fenémenos
del mundo-real y relaciones matematicas.

Para continuar con el enfoque de covariacién, asumiremos que tienes presente la siguiente definicién
de funciones cuadriticas:

Las funciones cuadraticas son funciones que se pueden escribir en la forma y = f(x) = ax? + bx + ¢
para algunas constantes a, by ¢, donde a no es 0.

Con la siguiente actividad, empezaremos a explorar este tipo de funciones.

Actividad 26

a.y=a2+42 by=3x2+3x cy=x2+Sx+2

Dada la expresion algebraica de tres funciones x|y x|y x|y
cuadréticas: ) 21 3
1. Determina una tabla de valores para cada
una de ellas. 0 0 0
:Qué observas? ;Qué destaca? Usa el enfo- 1 1 1
que de covariacién y determina las diferen- 2 2 2
cias entre cada uno de los valores inmediato 3 3 3
e inferior. ;Es una funcién lineal? ;Por qué? n 4 7

Podrias haber observado que a diferencia de las funciones lineales, aqui, conforme x se incrementa
en 1, y se incrementa en una cantidad no constante.

Aunque estas funciones no tienen razones de cambio constantes como funciones lineales, ellas tie-
nen razones de cambio que son predecibles, y ellas pueden usarse para modelar fenémenos del mundo-
real y relaciones matematicas. La siguiente actividad te permitird avanzar hacia una caracterizacién que
haga predecibles a estas funciones.

______________ P SR R —p—

| ® Aspecto a evaluar: Pamcrpac:on en dase
ke Evidencia: Trabajo colaborativo
I

Actividad 27 e Competencia o atributo a evaluar: 8. 3 |
i i
Ahora, vamos a dar un paso adicional: en los inci- Ay =l _ )
sos b) y ¢), determina las segundas diferencias entre I.’mner ag S.egund?s
cada una de las primeras diferencias. ;Qué observas? x|y diferencias dlfereilaas
-1] 3 P
2 1-(-1)=2
0] 2 P
113 P 3-1=2
TTel¥ B s-3=2
3|1 2 2 Tesd
4 18] 7
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b.y =3x2+3x Cy=xt+5x+2
Primeras ~ Segundas Primeras  Segundas
x difercincias diferencias x|y diferincias diferencias
—] P 0 2 + -1]-2 P +4 P *
0 ) +6 012D +6
1 P 1] 8 P
P +12 P +8
2 |18 2 2|16 102
3362+18P 3]26]4 * .
460|224 4 |38 ]2 +12

Debiste observar que en estas funciones, las primeras diferencias, no son constantes, pero las segun-
das diferencias, sf son constantes. Este patrén especifico de covariacién exhibido por estas funciones es
caracteristica de las funciones cuadriticas.

Silos valores de entrada varian en forma constante, y las segundas diferencias en valores de salida
son iguales a una constante diferente de cero, entonces, la funcién es cuadratica.

Atin més, en las tablas anteriores, los valores de entrada (valores de x) variaron en una unidad, porlo
que las diferencias calculadas, son de hecho razones de cambio, asi que podemos asegurar que:

Funciones cuadraticas estdn caracterizadas por razones de cambio que ellas mismas estdn cam-
biando a una razén constante. En otras palabras, en una relacién cuadratica, la razon de cambio de
la raz6n de cambio es constante.

Ahora bien, las funciones lineales tienen por gréfica una linea recta, ;qué tipo de grafica tendré una
funcién cuadrética?

En la actividad 1S ya trabajaste con una funcién cuadrética, a saber A = 2, que describe la relacién
entre el 4rea de una pared cuadrada y la longitud de su lado. En el contexto particular considerado, sélo
valores positivos de I (longitud de los lados) tienen sentido, por lo que Ja grifica obtenida sélo debe tra-
zarse en el primer cuadrante, tal y como se muestra a continuacién a la izquierda. Sin embargo, ésta grafi-
ca (surgida de un contexto), es parte de la grifica correspondiente a y=x% mostrada en la parte derecha:

A

16 ) e 6 Jtx)
14 b A

? ,{u =P \ 12 | /

¥

o
Ry
|~
o O
—

Area (m?)

N [=)] [o4]
A
|

5 N 3

" 4 Eal
Longitud (m) -4 -3 2101 2 3 4
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Desde el punto de vista grfico, una funcién cuadratica es aquella que tiene por gréfica una curva
denominada paribola. Por tanto, la grafica de cualquier funcién con una regla del tipo f(x) = ax? + bx +
¢, para a diferente de cero, tiene por grifica una pardbola.

Ya estamos en condiciones de determinar la expresion algebraica de toda funcién que sea cuadratica.
Estudia el siguiente ejemplo.

Ejemplo x y
Determina la expresion algebraica (regla) de la funcion representada por los datos dela | s
tabla de la derecha. i 3 |
Solucién 2 5 I.
Primero revisemos si la funcién es cuadratica. 3 1

Primeras Segundas En esta funcidn, al variar los valores x | 4 | 21

[ x y dlferenaas diferencias en forma constante, las segundas dife-

|‘" 0o | s \ rencias son valores constantes (+4). Por lo tanto, esta-
S 7 P 2 P 2-(-2)=4 mosen presencia de una funcidén cuadritica. Entonces,
sidf 1| 3 ] 2 2 fesi i su ecuacién es de la forma: f(x) = ax? + bx + c.

2

+1 ‘L—LP +6 P El trabajo ahora, es determinar los valores de a, by c.
g1 L3 L AL +10 P H—g=4 Puesto que tenemos tres incognitas, necesitamos utili-

|L 4 | 21 P zar tres condiciones que se cumplan para esta situacion.

Cada par ordenado de la tabla puede utilizarse.

De la tabla sabemos que:

f(0) =, entonces, f(0) =5=a(0)2+b(0) +c—>S=c

f(1) =3, entonces, f(1) =3=a(1)2+b(1) +c—>3=a+b+c
f(2) =5, entonces, f(2) =5=a(2)2+b(2) +c—>S=4a+2b+c

Por lo tanto, el problema se reduce a resolver el sistema:

Sustituyendo (1) en (2) y (3): Multiplicando (4) por —4

=5 (1) y sumando el resultado con (5)
a+b+c=3 (2) - a+b+5=3 (4) —4g-4b=8
4a+2b+c=5 (3) 4a+2b+5=5 (S) = 40+2b=0
~2b=8
b=-4 (6)
Sustituyendo (1) y Por lo tanto, la representacion algebraica de esta funcion es:
(6)en(2): | 5 y=flx)=242-4x+$
a+(-4)+5=3:
a=2

Funciones cuadraticas son ttiles para modelar muchas situaciones del mundo-real. La siguiente ac-
tividad explora una situacion de este tipo.
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Actividad 28

Se va a realizar un torneo de ajedrez, y uno de los organizadores propone que cada participante sa- :l
lude de mano a cada uno de los otros participantes. Algunos organizadores aprueban esta idea, pero '
otros piensan que tantos saludos de mano podrian llevar mucho tiempo. Para decidir la cuestién,
alguien propuso que se intentara estimar cuantos saludos de mano podrian ocurrir, suponiendo que
son 30 los participantes en el torneo. El nimero total de saludos de mano depende de, o es funcién
de, el nimero de participantes en el torneo. Resuelve las siguientes cuestiones para determinar ctian-
tos saludos de mano se producen.

a. Enlasiguiente tabla registra el niimero de saludos de mano para 2 a 7 participantes.

Numero de participantes 2 (3| 4| S ]|6|7

Numero de saludos de mano

b. Analiza la funcién con un enfoque de covariacién, empezando por determinar las primeras dife-

rencias: +1—>  +l—>+1—> 431 —>
Ntmero de participantes 213 | 4|5 |6]|7
Nimero de saludosdemano | 1 | 3 | 6 [ 10 [ 15 | 21
Primeras diferencias: el el 2
¢:La funcién es lineal? ;Por qué?

¢. Lasiguiente opcion es indagar si la funcién es cuadritica; para ello determina las segundas dife-

rencias:
+l1—» 41— 41— +]1—>
Nimero de participantes -2 13| 4| S |67
Ntimero de saludosdemano | 1 | 3 | 6 | 10 [ 1S | 21
Primeras diferencias: +2—>+3—>+4—> +5—>16—>
segundas diferencias: tH—> —> —> —>

Debiste encontrar que, las segundas diferencias (en otras palabras, las diferencias que muestran el
cambio en el cambio) son constantes. Por tanto, esta es una funcién cuadritica, por lo que su expresién
algebraica es de la forma f(x) = ax? + bx + c.

El trabajo ahora, es determinar los valores de 4, b y c. Puesto que tenemos tres incégnitas, necesita-
mos utilizar tres condiciones que se cumplan para esta situacién. Sea x el niimero de participantes y f(x)
el niimero de saludos de mano.

De la tabla sabemos que:

f(2) =1, entonces, f(2) =1=a(2)2+b(2) +c—> 1 =4a+2b+c
f(3) =3, entonces, f(3) =3=a(3)2+b(3) +c—>3=9a+3b+c
f(4) =6, entonces, f(4) =6=a(4)2 +b(4) +c—> 6=16a+4b +c
Por lo tanto, el problema se reduce a resolver el sistema:

4a+2b+c=1
9a+3b+c=3
16a+4b+c=6

La actividad 25 te invita a concluir la resolucién de este problema.
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e Evidencia: Trabajo colaborativo |

Actividad 29 | o Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |
CARIIE R R E e o L N RS A g 1] |
1. Resuelve el sistema: 4a+2b+c=1 i
9a+3b+c=3 '

16a+4b+c=6

2. Sustituye los valores de a, by cen f(x) = ax? + bx + c.
3. Evaltaf(30).

Debes encontrar que f(30) = 43S. Por tanto, los 30 participantes produciran 43S saludos de
mano.

4. ;Cudles de las siguientes tablas podrian representar funciones cuadraticas? Determina la ecua-
cién de aquellas que silo sean.

alx|2[4]6]8]10 b.”1236c,x36912
y|1]1925]/49]81 w2 ]%|10|17 y |10 |37 | 82 [ 145
S. Considerar la serie de dngulos formados por 1,2, 3,4 y S rayos con un extremo comun:
Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4 Posicién §
0 dngulos 1 4ngulos 3 angulos 6 dngulos 10 dngulos

Al considerar el nimero de posicién en la serie como x, variable independiente (valor de entrada),
y el nimero de éngulos formado como y, variable dependiente (valor de salida), se crea una funcién
denominada dngulos, con la siguiente tabla de valores:

x| 123145
yl0|[1]|3|6]10

n
ftr)
Comprueba que esta es una funcién cuadritica y encuentra su férmula. ;Cudntos dngulos forman
10 rayos?

Otra de las funciones con gran aplicacién en la.vida real son las funciones exponenciales. La caracteris-
tica que define a estas funciones es que cambian (aumentan o disminuyen) muy rapidamente y no en
forma constante como ocurre con las lineales.

Funciones exponenciales modelan varias situaciones del mundo real en que cantidades aumentan o
disminuyen en una razén proporcional a la cantidad presente. Crecimiento poblacional sobre el tiempo
y depreciacién en valor sobre el tiempo son ambos ejemplos de funciones exponenciales. Al igual que
las funciones cuadréticas, funciones exponenciales tienen una razén de cambio que no es constante
(como una funcién lineal) sino que cambia. En el crecimiento exponencial, la razén de cambio aumenta
sobre el tiempo, pero en decrecimiento exponencial, la razén de cambio disminuye sobre el tiempo.
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En ejemplo 2, de la pagina S1 exploramos una funcién que resultd ser
exponencial. A continuacién reproducimos el trabajo realizado con esta

funcién:

En la tabla observamos lo siguiente:

« Los valores de x aumentan en 1, y cada valor de y es 2 veces el an-
terior. Es decir, ésta funcién presenta un aumento multiplicativo
constante en valores de salida.

« El enfoque por correspondencia nos permitié determinar la ex-
presion algebraica de esta funcion, a saber, y = f(x) = 3x2~,

» Puede observarse que el factor por el que se multiplica un valor de
y para obtener el siguiente, es la base del exponente x de la ecua-
cién de la funcién; este factor se denomina factor de

cambio.

o« Elvalor de y cuando x es 0, es el coeficiente de dicha

ecuacion.

En el plano coordenado de la derecha, se han localizado
las coordenadas mostradas en la tabla; une los puntos. ;Qué
forma tiene la gréfica: curva o recta? ;Podria ser una parébo-
la? Utiliza la férmula f(x) = 3x2* que describe a esta funcién
para determinar mds puntos que correspondan a valores de
x negativos, e inclusive valores decimales tanto positivos

como negativos.

La funcién f definida por f(x) = 3x2%, para todo niimero

real x se denomina funcién exponencial con base 2.

= | ¥ 1
g | 3|
+1‘L 1 6..‘.""?)(2
+14] yDx2
#1442 | 123
il 9__!_24_!"%"2
4 |48 | &
EXFE

y=fx) = 352

x)
;‘fl 1)

1 ®
21

18

)

12 ®

9 flx) =3x2x

-4 3

-2

v

14017 2 34

Esta funcion f(x) = 3x2* es creciente, puesto que al movernos de izquierda a derecha, su grafica sube.

Para reforzar la comprensién de este tipo de férmula, resuelve la siguiente actividad:

Actividad 30

-V I

Aspecto a evaluar: Participacion en clase '

Evidencia: Trabajo colaborativo !

Competencia o atributo a evaluar: 8.3

La siguiente tabla de datos representa el crecimiento de una planta h, como funcién del tiempo £.
Analiza los datos para encontrar un patrén de comportamiento para esta funcion; para ello, reflexio-
nay contesta en las lineas lo que se te pide.

:Cbmo crece la altura de la planta?

Tiempo t (semanas) | 0 | 1 2 3 4
Altura h (mm) 5 | 7.5|11.25]| 16.875 |25.3125
;:La tabla dada corresponde a un modelo lineal? ;Por qué?
;:La tabla dada corresponde a un modelo cuadrético? ;por qué?

:Qué hiciste para obtener la cantidad anterior?

:Qué altura de la planta esperas que haya para la sexta semana?
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Pudiste haber aplicado el enfoque de covariacién y establecer el siguiente comportamiento de las

primeras y segundas diferencias:
+l—> 4]l =t —> ] > +]1 >

gfd | 2 3 | 4
|

Al s | 75| 11.25] 16.875 | 253125

Primeras diferencias:  +2.5 +3.75 +5.625 +8.4375

. ; —F ~—F ~—
Segundas diferencias: +125 +1.875 +2.8125
Por lo tanto, estamos en presencia de una funcién que no es ni lineal ni cuadrética. Para poder avan-

zar, en vez de plantear diferencias, analizamos cada altura buscando un factor constante; convéncete que

en esta funcién, cada valor (con excepcién del 0th), se obtiene multiplicando el anterior, por el factor
constante 1.5, tal y como se observa en la siguiente tabla:

it e p ] i [ f P ]

0] 1 2 3 4
S | 7.5|11.25| 16.875 | 25.3125| Para obtener un valor, el valor previo se
xL5  xLS  xLS L9 multiplica por 1.5.
Para encontrar este factor, puedes dividir un valor de salida entre el valor de salida anterior:
Segundo valor desalida _ 7.5 _ LS Tercer valor de salida _ 11.25 _ L5
primer valor desalida ~— § ~— Segundo valor de salida ~ 7.5 ~
Cuarto valor de salida__ 16.875 _ | 5
Tercer valor de salida 11.2s # h
Para encontrar h a partir de t, descomponemos los valores de h en factores, utili- 0 5
zando el factor encontrado y tratando de que aparezcan en funcién de t. 1 75
h t 2 11.25
v 3 | 16.875
S= ;?
4 | 253125

78= 158%5=5x%1.§

11.25= 1.5%7.85=1.5%1.5x%5=>5%1.52

16.875 = 1.5x11.25 =1.5x1.5x7.5 = 1.5x1.5x1.5x5 = 5x1.53

25.3125 = 1.5%16.875 = 1.5%1.5%11.25 =1.5%1.5%1.5%7.5= 1.5x1.5%1.5x1.5x5=5x1.54

El valor inicial de h puede escribirse: § = §x1.59 Concluimos que: h(t) = 5x1.5¢

Para obtener esta férmula h(£) = 5x1.5¢ que describe la altura de una planta, consideramos que los
valores de entrada para t eran enteros positivos, pero la férmula para h(t) tiene sentido inclusive cuan-
do asignamos a ¢ valores que no son enteros. Esta funcién h(t) = 5x1.5f, donde ¢ puede tomar todos
los ntimeros reales, es otro ejemplo de funcién exponencial. Estas funciones se caracterizan por tener
un factor de cambio constante; es decir, podemos identificar un
nimero que al multiplicarlo por un valor presente obtenemos el
siguiente valor. Es por eso que estas funciones cambian muy ra-
pidamente.

Traza la grafica de esta funcion, en el plano coordenado de I
derecha. Utiliza su férmula h(t) = 5x1.5¢ para determinar m4s
puntos que correspondan a valores de t negativos; si lo consi-
deras necesario, también utiliza valores decimales para t tanto
positivos como negativos. Esta funcidn, al igual que la discutida‘
anteriormente, también es creciente.

It A
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A continuacién realiza la siguiente actvividad que te permitird explorar una funcién exponencial
decreciente.

1

I

gy Evidencia: Trabajo colaborativo '
1

Actividad 31 » Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |
L ettt T -1
I
Analiza la siguiente representacién tabular que corresponde 6o/ 1
a una funcién exponencial. (a) Calcula su factor de cambio, 50 ’
(b) Determina su ecuacién, (c) Traza su grafica, ;Es crecien- &
te o decreciente?
30
+1=—>41—+1— 41—+ —>+]1—>+] —>4+]—>+1 -
LU
s|-4|3|2]-1fof1]2]3 -
96 |48 |24 | 12 | 6 3 | L5[0.75(0.375 -
e roudmliian il i il -43 2101 2 3 4x
60 A )
Tu andlisis debe permitirte establecer que esta funcién \ 50
(cuya grafica se muestra a la derecha), es decreciente, y que \ L
. . 13\*
tiene por férmula, y = f(x) = 3 (T) \ o
En general, se puede definir una funcién cuyo dominio es \ -
Ry el rango es el conjunto de los niimeros reales positivos, tal :;
y como se muestra a continuacion: - .

Definicién
Funcién exponencial f| y = f(x) = ba* para toda
con base a e intercepto | x en R, donde a >0ya
conyen (0, b)

Concepto

0, b) |

Las graficas anteriores, muestran que si a > 1, entonces f es creciente en todo el dominio, y, el eje X es
una asintota horizontal. §i 0 < a < 1, entonces f es decreciente en el dominio, con el eje X también como
asintota horizontal.

Conviene aclarar por qué excluimos los casos a < 0y a = 1. Si a < 0, entonces a* no es un niimero real
para mucho valores de x como por ejemplo:

1
(=3)2 =V-3 =no es real

(—3)%= { (-3)3=noesreal

Sia =0, entonces, a° = 0% no est4 definido.
Sia =1, entonces, y = b(1)° = b; representa a una recta horizontal.

En la férmula y = f(x) = ba* de una funcién exponencial, el para- Intercepto con y
metro b es el intercepto con el eje Y (el valor de y cuando x =0), al que y=f(x) = ba*
llamaremos valor inicial, y, el pardmetro a se llama base de la funcién e

y representa el factor de cambio de la funcién. Factor de cambio
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Ejemplo
Trazar la grifica de y = f(x) = 2[%}”
Solucion

La grafica es de la forma y = f(x) = ba*. Con a > 0; por lo tanto, representa a una funcién exponencial
creciente, con intercepto (0,2) y asintota horizontal en el eje X. Con esta informacidn, basta con deter-
minar dos o tres puntos adicionales para un trazo confiable de la curva.

6 A1) /
Sea:x=—1;—)f(—1)=2(%)_1=2(%)= 13: 5
La curva pasa por (-1, 1.3) 4 /
Sea:x=1;—>f(1) = 2(—2—]1 = 2(—;’7)= 3.La curva pasa por (1, 3) )
2
Sea:x=2; > f(2) = 2(—3—)2 =2=4.5.La curva pasa por (2,4.5) o &
2 1=

-4 -3 2101 2 3 4 x

Aspecto a evaluar: Participacion en clase
Evidencia: Trabajo colaborativo
Competencia o atributo a evaluar: 8.3

Il &« o o]

Actividad 32 g
Traza las grificas de las siguientes funciones exponenciales:

a. f(x) =(—;~)x b. flx) = 2(%)::

c. flx)=15(%)"

Debemos tener claro, que el factor de cambio, no es la razén de cambio que hemos venido trabajan-
do, y, puesto que la naturaleza de la razén de cambio de una funcién, determina el tipo de férmula que
tiene, a continuacion revisaremos qué lugar ocupa la razén de cambio en las funciones exponenciales.
Para ello, volveremos a revisar en la actividad siguiente, el caso de una funcién lineal, y posteriormente
la funcién exponencial.

| ® Aspecto a evaluar: Participacién en clase |
I Evidencia: Trabajo colaborativo
Actividad 33 e Competencia o atributo a evaluar: 8.3

Da un argumento de por qué la razén de cambio de esta funci6n lineal es 3, y a continuacién verifica |
la validez de las siguientes afirmaciones:

= Ahora bien, puesto que los cilculos anexados a
y=dxs ] la tabla, se refieren a entradas con 1 unidad de di-
1 ferencia, el valor 3, constante en cada diferencia
4 —>f(1)-f(0)=4-1=3  entre un valor de salida y el anterior, es también
7 —>f(2)-f(1)=7-4=3 larazén de cambio de la funcién; por lo tanto,
10 —f(3)-f(2)=10-7=3 podemos asegurar que para toda funcién lineal,
3 S f(4)-f(3)=13-10=3 <" valores de entrada variando uno a uno, se

e ()= fln= 1) = cumple que:
=on+1l|— - —1)=
Y fn " f(n) = f(n— 1) = Razén de cambio

AW |~ O|R
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Abhora, haremos un anélisis parecido al anterior, para la tabla de una funcién exponencial. Debes
convencerte que el factor de cambio de esta funcién es 3, y a continuacién verifica la validez de las
siguientes afirmaciones:

x|y
0] 5 J7><3
1] 15 b3
2 | 45

3 |85 P*
4 | 405 P>
n &

—f(1) -f(0) = 15-5=10=2(5)
—f(2) -f(1) =45 - 15 =30 =2(15)
—f(3) - f(2) = 135 - 45 =90 = 2(45)

— f(4) - f(3) = 405 - 135 =270 = 2(135)

— f(n) - f(n-1) = 2f(n-1)

Al igual que en la funcién anterior, los
valores de entrada varian de uno en uno,
y por lo tanto, cada diferencia entre un
valor de salida y el anterior, es también
la razén de cambio de la funciéon; Ade-
mds, se observa que esta razén de cam-
bio es 2 veces el valor de salida anterior
al tiempo evaluado. En otras palabras, la
razén de cambio de esta funcién, es pro-
porcional a la poblacién, con constante
de proporcionalidad 2. Esta constante
se denomina fasa o ritmo con el que la
funcién aumenta (cuando es creciente),
o disminuye (cuando es decreciente).

Ahora bien, silo que se necesita para establecer la ecuacién de una funcién exponencial es el factor
de cambio, ;qué papel juegan la razén de cambio y la denominada tasa de variacién?

Silo que tenemos como informacién es una tabla de valores (como en los ejemplos precedentes), lo
que procede es determinar el factor de cambio, pero, lo mas comtin es que se nos proporcione la tasa o
ritmo con el que la funcién aumenta o disminuye, tal y como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo

En el 2015, el Instituto Nacional de Estadistica y Geografia reporté que la poblacién de nuestro pais al-
canz6 119.5 millones de habitantes con una tasa de crecimiento promedio de 1.4 % anual en los tltimos
cinco afios. Con esta tasa, estimar la poblacién para 2016 y 2017.

Podemos considerar que la fecha actual es = 0,1a de 2016 es t = 1, y la de 2017 es £ = 2, y construir la

Solucion
siguiente tabla:
t (afios) | P(millones)
0 119.5 > Poblaci6n actual: P = 119.5
1 35 —> Poblacién al pasar 1 afio: P = 119.5 + 1.4%(119.5) =
¢t 119.5 + 0.014(119.5) = 119.5 + 1.67
=121.2
2 &2 —> Poblacién al pasar 2 afios: P = 121.2 + 1.4%(121.2) =
121.2 +0.014(121.2) = 121.2 + 1.767
/ o Sl = b
t (afios) | P(millones)
0 119.5 — P=1195
— P=119.5 + 1.4%(119.5) = 119.5 + 0.014(119.5) =
1 1212 119.5(1 + 0.014) = 119.5 (1.014) = 121.2
— P=1212 + 14%(121.2) = 121.2 + 0.014(121.2) =
2 122.9

121.2(1 + 0.014) = 121.2 (1.014) = 122.9
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Resuelve: ;Cudl serd la poblacidn para t = 3?

La férmula de esta funcién es:

Asi que, la cantidad en negritas nos indica que, si la poblacién de un cierto afio la multiplicamos por
1.014 se obtendr4 la poblacion del siguiente afio. Es decir, el factor de cambio de esta funcién es 1.014.

Resuelve: Para esta funcion, la tasa de variacion es 0.014, y su factor de cambio es 1.014, ;qué relacién
hay entre ellos?

El andlisis anterior, nos permite llegar a la siguiente conclusién:

Siuna funcién exponencial creciente tiene una tasa de crecimiento de r % cada afo, el factor de cam-
bio se obtiene sumando una unidad a esa tasa anual. Similarmente, si la funcién es decreciente, el factor
se obtiene restando esa tasa de la unidad. Es decir,

Factor de cambio = 1 + r Si la funcién es creciente
Factor de cambio = 1 — r Si la funcién es decreciente

Ejemplo
Elntimero de bacterias de un cultivo aumenta 10% por minuto. Si inicialmente hay 1000 bacterias, plan-
tea una férmula que permita determinar el nimero de bacterias (B) en funcién del tiempo. ;Cuantas
habra luego de tres minutos?

Solucion

La informacién "aumenta 10% por minuto", significa que estamos en una situacién de crecimiento ex-
ponencial. Por lo tanto, la ecuacién a usar es: f(x) = ba*.

De esta misma informacién, concluimos que la funcién tiene una tasa de crecimiento igual a 10%. Por
lo tanto, el factor de cambio a es igual a: 1 + 0.20 = 1.20.

La informacién "inicialmente hay 1000 bacterias”, nos indica que el valor inicial b es igual a 1000. Por lo
tanto, la ecuacién que permite determinar el nimero de bacterias en funcién de tiempo es:

B(t) = 1000(1.20)".
La cantidad de bacterias que habrd después de 3 minutos seré:
B(3) =1000(1.20)3 = 1000(1.728) = 1728 bacterias

- e e e = ———

| © Aspecto a evaluar: Participacion en c!ase:
i o Evidencia: Trabajo colaborativo I
| : > |
i © Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |

_Actividad 34

a. El censo 2010 muestra que cierta region tiene una poblacion de 40,000 personas. Cientificos |
sociales predicen que esta region experimentard una tasa de crecimiento de 5.5% al afio. Sea P
la funcion tal que P(t) es la poblacién predicha para esta regién. Determina la férmula para esta
funcién, y, encuentra la poblacion que habra en 2020 si la tasa de crecimiento no cambia.
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Establecer [a férmula de una funcién exponencial en la
que los valores de entrada no cambian de uno en uno

El uso de la férmula f(x) = ba*, sélo es vélido si los valores de la variable independiente varfan de uno
en uno. Cuando éste no sea el caso, el factor de cambio es afectado por un exponente. Para que este
exponente se manifieste, no debemos sustituir directamente en f(x) = ba¥, dicho factor de cambio, sino
proceder tal y como se indica en el siguiente ejemplo:

En la tabla siguiente se muestra una funcién que es exponencial con factor de cambio igual a S. deter-
minar su ecuacién

y (poblacién en millones)

Puesto que la funcién es exponencial, la ecuacién a usar es f(x) = ba=.
De la tabla observamos que b = 3 (valor de y para x = 0). Entonces, podemos escribir: f(x) = 3a*

La tabla también nos indica que el factor de cambio es 5, pero los valores de x no cambian de uno en
uno, sino de dos en dos. Esto nos impide sustituir directamente el S en la férmula, por lo que procede-
mos como se indica a continuacién:

Ya sabemos que la ecuacién buscada tien la formar: f(x) = 3a*
Pero, también conocemos tres pares de coordenada (x, y) que deben satisfacer esa ecuacién.
Si elegimos x = 2 , y su respectiva imagen y = 15, entonces se debe cumplir que:

£(2)=15= 3a2
Despejando a: 15 = 342 5=a?
% =gt (5)1/2 = a— Este es el valor de a que debe sustituirse en la

férmula original f(x) = ba*

Por lo tanto, la ecuacién buscada es: f(x) = 3((5)1/2)* = 3x5%/2, en general, podemos concluir: En
una funcién exponencial con valor inicial b y factor de cambio g, si los valores de x cambian de n en 1, la
funcién queda expresada de la forma f(x) = ba*/".

A continuacién resolveremos algunos ejemplos que consisten en determinar la férmula 0 modelo de
funciones exponenciales.

Ejemplo
A partir de la siguiente representacién tabular que corresponde a la evolucién de cierta poblacién, de-
termina la formula de la funcion.

0 | 20 | 40| 60

Solucién
Primero debemos identificar qué tipo de funcién es; veamos si es lineal:

+20 0 +20

0 | 20 | 40 | 60

10 .30 . 90

Razones de cambio: 50> 30 ~ 20
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La funcién presenta razones de cambio de distinto valor. Por lo tanto, la funcién no es lineal.
Revisemos si la funcién presenta un factor de cambio constante:
15 _45 _135_,

S 1§ 45
La funcion presenta al 3 como un factor de cambio constante. Por lo tanto, ésta funcién es exponencial.
Ahora bien, puesto que los valores de entrada varian de 20 en 20, no debemos usar la ecuacién f(x) = ba*,
sino ecuacién modificada, f(x) = ba*/,

Factor de cambio:

Los datos que necesitamos conocer son, b, a y . En este caso, la informacién proporcionada nos permi-
te establcer de manera directa estos valores, a saber: b=S5,a=3yn = 20.

Entonces, la ecuacion de esta funcion es: f(x) = 5(3)*/20:

De esta forma queda indicado que el factor de cambio de la poblacién es cada 20 afios.

Sin embargo, aplicando leyes de exponentes, podemos escribir f(x) = 5(3!/20)%; Elevando 3 al exponente
1/20, la ecuacién queda expresada como f(x) = 5(1.056467)*. Esta expresion, ya presenta un factor de
cambio para valores de salida que pueden obtenerse cuando los valores de entrada varfan de uno en uno.

. * Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
| e Evidencia: Trabajo colaborativo
Actividad 35 \ » Competencia o atributo a evaluar: 8.3

| A - o
En la tabla adjunta, se muestra el crecimiento de la poblacién | . | 2010 (114 !
| . . - - . - . Y ]
| il; ;:Be;‘t; (;:Fsldad, el cual ha sido exponencial en el periodo de SEE 345,201 | 1,536,723 .’
. a. Plantea una férmula para esta poblacién en funcién del tiempo.

b. De continuar esa tendencia jcuél serd la poblacién en 20202

Las funciones logaritmicas tienen amplias aplicaciones, pero en el presente estudio s6lo atenderemos
los aspectos que son necesarios para complementar algunos célculos implicados en las funciones expo-
nenciales.

:Qué es un logaritmo?
Iniciemos resolviendo la ecuacién: 2*=32

Para calcular el valor de x, contestemos la pregunta: ;a qué exponente hay que elevar la base 2 para
obtener el nimero 32?2 La respuesta es S puesto que: 25 = 32

Este niimero x = S, recibe el nombre de logaritmo base 2 de 32 y se denota por: 5 = log,32
Ejemplo
Resolver 10* = 10,000
Solucidn
La respuesta es x = 4 puesto que: 10%= 10,000
Este ntimero x = 4, recibe el nombre de logaritmo base 10 de 10,000y se denota por: 4=1log 10,000

Observacién: ;Por qué no se escribe 4 = log;, 10,0002 Porque cuando se trata de la base 10 ésta no se
escribe. Por tantv, siempre que veamos escrito log n, debemos sobreentender que la base es 10.

logn=log,yn
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1 Aspectoaevaluar: Participacion en clase’
[ Evidencia: Trabajo colaborativo
Actividad 36 , ® Competencia o atributo a evaluar: 8.3
Revisa las siguientes proposiciones que se refieren a notacién logaritmica, e interpreta su significado |
en términos de exponentes. Sigue el ejemplo. :
Ejemplo: log.u = 2 — Significa: "el exponente al que hay que elevar la base § para obtener u es 2;
es decir, la notacion log,u = 2, es equivalente a 52 = u".
log,8 = 3 — Significa:
r = log,q — Significa:
w = log,(2t + 3) — Significa:
log x = 3z — Significa:

En los ejemplos previos en los que se pedia el valor de un exponente x, no hubo necesidad de despejar
x. Sin embargo, ;cémo resolver por ejemplo la ecuacion 3* = 25?

Es aqui donde aplicaremos los logaritmos. Para ello, razonamos en forma inversa a como se hizo en
la actividad previa: es decir, debemos pasar de la forma exponencial a la logaritmica.

Ejemplo
Resolver 10~ = 25
Solucion
Razonando en funcién de la notacién logaritmica, procedemos como sigue:
Puesto que el exponente es el logaritmo, la base es 10 y lo que debe obtenerse es 25, ecribimos:
x=log,,25.

Pero, aqui la base es 10, asi que escribimos: x = log 25. Leemos: "x es el logaritmo base 10 de 25".
Ahora bien, ;c6mo determinamos el valor de log 25?2
Debemos usar una calculadora cientifica, en la que, para determinar log 25, pulsamos las siguientes teclas:

[1og] [25] [ =]
Y obtenemos: 1.398.

Entonces, el valor de x en 10% =25 es x = 1.398.

Este procedimiento, que se basa en la equivalencia entre logaritmos y exponentes, puede cambiarse
por uno que consiste en la aplicacién de la siguiente propiedad, que nos permite "bajar" el exponente
convirtiéndolo en coeficiente:

log, (u¢) = clog,u

Argumentacién: Sear=log, u
Entonces, a" = u Interpretacién de logaritmo como exponente
uc=(ar)c Elevando ambos lados a la potencia c.
uc=qer Propiedad de exponentes.
log,(uc) = log, (a*") Extraer log, aambos lados
log,(uc) = cr Interpretacion del significado de logaritmo.

log,(uc)= clog, u Definicién de r.
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Ejemplo 1
Despejar x, de 5*=N
Solucién Extrayendo log a ambos lados: log (5%) = log N
xlog 5 = log N Propiedad de logaritmos

%= I(;glgf Dividiendo ambos lados entre log S

Ejemplo 2

Despejar 10* = 16

Solucién Extrayendo log a ambos lados: log (10%) = log 16

xlog 10 = log 16 Propiedad de logaritmos

o= Jogle Dividiendo ambos lados entre log 5
log 10

1204
=1

=1.204

X

Ejemplo 3
Mil truchas, cada una de ellas de 1 afio, se introducen en un gran estanque. Se pronostica que el niimero
de N(t) todavia vivas después de ¢ afios estard dada por la ecuacién N(t) = 1000(0.9)". ;En qué tiempo
500 truchas estardn vivas?

Solucion

De la ecuaciéon N(t) = 1000(0.9)¢, sabemos que N(t) = 500, y se nos pregunta cual es valor de f para
que se cumpla dicha cantidad.

El problema se reduce a resolver la ecuacién:
500 = 1000(0.9)¢ Extrayendo log a ambos lados:

300 _ 4o log 0.5 = log (0.9t —0.301
1000 = %9 ; & o o Ig( o 9)) —0.046 ~ ¢
0.5=0.9¢ Iog O.S = Lot t = 6.54. Por lo tanto, en el estan-
fL =1 que habrd 500 truchas en 6.54
0g 0.9 .
anos
[+ Aspectoa evaluar: Participacion en clase |
i o Evidencia: Trabajo colaborativo |
Actividad 37 . » Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |
__________________________ -i
1. Resolver las ecuaciones siguientes: E
a.2%+1=3x b. 72%-1=43%-2 C.297% = LTIFR '
2. Resolver los sistemas de ecuaciones siguientes:
a.|5%+3y =120 b.[13%-r=15
23x+5y:30 75x—y=50

3. Cienrenos, cada uno de ellos de 1 afo de edad, se introducen en una reserva de caza. El nimero
N(t) vivos después de t afios se pronostica que es N(¢) = 100(0.9)". Estima el nimero de anima-
les vivos después de: (a) 1 ano; (b) S afios; (c) 10 afios.

4. Con la informacién del problema anterior, contesta: ;Ctiantos afios deben pasar para que haya
10 animales vivos?
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Cerraremos esta introduccién a los logaritmos con la definicién de funcién logaritmica y el trazado
de su grafica.
Sea a un nimero real positivo diferente de 1. La funcién logaritmica se define como

y=f(x) = log,x
para toda x > 0 y todo ntimero real y.

siysolosix=a

Grafica de la funcién logaritmica

Para poder determinar una tabla de valores, necesitamos utilzar una calculadora; sin embargo, puesto
que ésta solo trabaja en base 10, necesitamos una propiedad que nos cambie cualquier base a una base

10. Esta propiedad es la siguiente:

: ; log, u
Siu>0ysiayb sonnimero real positivo diferente de 1, entonces log,u = TE&LF

Argumentacion:
Sean las siguientes proposiciones equivalentes
w = log,u
entonces podemos establecer que:
b»=u
log, (b*)=log, (u)
wlog,(b)=log, (u)

log u

- log,
log u
log,u= -,Eg‘a’—y
Ejemplo

Traza la gréfica de y = f(x) = log, x.

Solucién

a

b=y

Y

Enunciado
Extraer log, a ambos lados
Propiedad de logarimtos

Dividiendo entre log, b

Sustituyendo el valor de w

Tabulemos algunos puntos (tener en cuenta que la calculadora no nos proporciona logaritmos para
bases diferentes de 10, y aqui la base es 2). Los célculos y la grifica se muestran a continuacién.

logl 0
IOgZ 1 =-IE§E=T)T3-O_= 0

log2 030

log,2 = 082 =W=l
log, 3= Isgg. =-g—§—%= 1.6
log, 4 = lﬁg;‘:-g:%g:z
log, S = Iﬁg; =%§—g=z.3

mwp@

-4
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; s Aspecto a evaluar: Participacion en clase
i o Evidencia: Trabajo colaborativo
Actividad 38 , e Competencia o atributo a evaluar: 8.3

En la gréfica anterior, verifica que x = 0 es una asintota vertical de y = f(x) = log, x.

b. En el mismo plano en el que dibujaste la grafica de y = f(x) = log, x, traza las gréficas de y = f(x)
= 2*yladey=f(x) = x. ;Qué observas?

c. Ahora, en el mismo plano traza la grafica de y = f(x) = 42, en el domino [0, =), la de f(x) = W
y la gréfica de f(x) = x. ;Qué observas?

Debe llamarte la atencién, que las funcién f(x) = log, x, es un reflejo de f(x) = 2% sobre la recta dada
por f(x) = x, y también que la grifica de f(x) = x2 es un reflejo de f(x) = +V x sobre la recta f(x) = x..

Las funciones que cumplen con esta propiedad, se llaman funciones inversas. Asi, las funciones
f(x) = log, x, y f(x) = 2*son funciones inversas. También f(x) = a2 es inversa de f(x) = .

e Aspecto a evaluar: Participacion en clase
' o Evidencia: Trabajo colaborativo
Actividad 39 , » Competencia o atributo a evaluar: 8.3

1. Mediante tabulacién, traza las gréficas en el mismo plano coordenado las siguientes funciones:
a. f(x) =logyx, y flx)=3* b.f(x) =logx, y f(x)=10% c.f(x) =log, %, y f(x) =4*
2. Utilizando las graficas que obtuviste del inciso a, y el método de las transformaciones, de la sec-
cién 1.4, traza las graficas de las siguientes funciones:
2. f(x) = log, (x+2); b.f(x) = 3+, ¢ .f(x) = log(x - 1);
d.f(x) = 10%-1; e. f(x) =log, (x+ 1); f. flx) =47+
3. Utilizando el software Desmos, traza las graficas de todas las funciones de la actividad anterior,
‘ y verifica si las que tu obtuviste, coinciden con las trazadas con el software.

Para la interpretacion de graficas funcionales, podemos guiarnos con las siguientes cuatro preguntas y
sus respectivas acciones:

1) ;Qué cambia? Para responder, debemos: identificar variables, ubicar puntos en el plano y deter-
minar los intervalos de variacién.

2) ;Cudnto cambia? Se requiere hacer comparaciones y operaciones entre valores de entrada y va-
lores de salida de la funcién y atender la covaracién entre los cambios.

3) ;Cémo cambia? Esto se determina estableciendo el crecimiento y decrecimiento de la gréfica.

4) ;Qué tan rdpido cambia? Para contestar, debemos tener en cuenta la razén de cambio promedio
de la variable dependiente en relacién con la independiente.
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Ejemplo
En la jlustracién adjunta, se han graficado las funciones h(t) = 4.922 y gt = 0.8¢2 que describe la caida
libre de los cuerpos enla superficie terrestre, y en la supeficie lunar respectivamente. Supéngase que dos
cuerpos se dejan caer simultdneamente tanto en la Tierra como en la Luna. ;Cuél de ellos cae con mayor
rapidez?

) _ h(t) = 4.982
los iguales de tiempo, los cuerpos

recorren mayor distancia en la su-
perficie terrestre; en otras palabras,
la razén de cambio d/t con la que
caen los cuerpos es mayor en la

40 /
Tierra que en la Luna. 20 i /_I 18)= 0 812

Solucién Se puede observar que en interva- = ' —/ i |

60

h (metros)

0o 1 2 3 4 5 6

e Aspecto a evaluar: Participacion en clase
s Evidencia: Trabajo colaborativo
Actividad 40 i e Competencia o atributo a evaluar: 8.3

1. Enlasiguiente grifica se muestra la evolucién del peso de un joven y una joven hasta los veinte | .
afios. Contesta las siguientes preguntas:

goh
L |
70 {o Tl
__ 60 Ro: //
[=)] ames
< 50 atf®? ,/
% -~ 1A
Q 40 - L3
30 /’,/_ .
| 20 /,4-‘:./. st ..oo
! 10 Lot
| ]
| 0 2 4 6 g 10 12 14 16 18 20; ¥
i Edad (afios)

:Cudl era el peso de José a los nueve afos? ;y el de Rosa a los diecisiete?
¢A qué edad José pesaba 50 kg? ;y Rosa 20 kg?

:Cudndo José pesaba menos de 50 kg? ;y Rosa menos de 30kg?
;Cuéndo José pesaba mis que Rosa? ;Cudndo pesaban igual?

¢Cudl fue el aumento de peso de Rosa entre los diez y los quince afios?
¢Cudl fue el aumento promedio por afio en el periodo anterior?
¢Cudndo aument6 Rosa mds rdpidamente de peso? ;y José?

@ mpe o g
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2. Lasiguiente gréfica muestra la distancia recorrida por dos automéviles al realizar el mismo viaje
de 80 km. Contesta las siguientes preguntas:

80“ 1
¥ . z
Au&om c’wd 1 // *
70 =
---------Aukoméviiz / ol
50 / ol w
§ 50 =g
| &
S 40 —| .
5 % i
5 30 2
Q o
20 -
10 23
. 5| Tiempo (min)
0 10 20 30 a0 50 60 70 80 % 10
a. ¢A qué hora salié cada coche? ;Cudl lleg6 antes? ;Cuaél invirtié mayor tiempo en realizar el
recorrido?
b. ;Cudnto tiempo estuvo parado cada coche? ;En qué km se detuvieron?
c. ;Cudndo lavelocidad del primer coche fue mayor? ;Y la del segundo?
3. Lasiguiente gréfica represen- ik
tala cantidad de gasolina que
b 40 S~
hay en el depésito de un co- =
che a lo largo de un viaje de 2 \\\
300 km. = 30 .
4 . r g \
a. ;Cudntos litros tenia el 5 25
depésito a la salida? 82 L
b. :En quékildmetroseen- 9 N
contraba cuando tenfa 10 © »
litros? ;Y cudndo tenia el
depésito mas lleno? 2
c. ;Qué sucedi6 en el km >
0 20 40 60 80 100 120 140160 180 200 220240 260 280 300
80? ;Y en el 240? Distancia (km)
d. ;Cudndo puso mds gaso-
lina?
e. ;Cudntos litros gasté durante el viaje? ;Cudndo gasté mis gasolina?
f.  ;Cudl fue el consumo medio (litros por cada 100 km) en este viaje?
;Se puede saber el tiempo que tard6 en hacer el viaje? ;Y la velocidad?
oep peq J€+:2
4. Queremos representar una grafica para descri-
bir la variacién de velocidad que experimenta 3 B
una pelota de basquetbol en un lanzamientode 8 2
1] Q
tres puntos, desde el momento en que sale de = =
las manos del jugador hasta que llega a la ca-
Juga q g _ "
nasta. : Tiempo ' Tiempo

a) ;Cuél de las dos gréficas adjuntas crees que

b) ¢Por qué?

es mads correcta?




PR
Ejemplo
En el contexto del llenado de recipientes, una de las cuestiones que puede plantearse
es: Cuando viertes agua de un grifo en un recipiente cilindrico, que no tiene fugas, a i
velocidad constante, la altura del agua es una funcion del tiempo. Dibuja la gréfica de h
la funcion tiempo-altura del recipiente cilindrico. i
Solucién Se podria razonar de la siguiente manera: Si suponemos que por cada unidad de tiempo, el

nivel del agua en el cilindro aumenta una unidad a en la altura, tenemos que

 Tiempo | Altura

4a
0 0 ) ta )
1 a S
2 2% +a E 3a
3 3a +a
4 4a ) +a 2a

. a

t ta +a

0o 1 2 3 4 5 6
Tiempo

Ejemplo
Se tienen dos cilindros (cuyas secciones transversales son constantes), tales que la seccion transversal
de uno de ellos es mayor a la del otro; explicar qué sucede al llenarlos simulténeamente.

Solucidén

Se podria razonar de la siguiente ma- _——

nera: Tenemos dos recipientes con la

misma altura y con seccion transversal g
constante. Segtin la férmula del volu- | =
men para un cilindro, V= 772 h, el volu- ——— 5

L

Tiempo’

men de llenado y (por ende la altura de A B

llenado), se describe mediante una rec-
ta; ahora bien, conforme se van llenando los dos recipientes, y por ende aumentando la altura h, el nivel
del agua tiende a subir mds rapidamente por unidad de tiempo en el cilindro de menor radio, y cuanto
mas grande sea el area A de la seccion transversal del cilindro, mas lentamente aumentara la altura.

Ejemplo 3
Considérense las mismas cuestiones de la pregunta anterior pero en referencia a un reci- ; ;h
piente cénico: —_|

Solucién

Se podria razonar de la siguiente manera: Conforme se va llenando el
recipiente cénico y por ende aumentando la altura h, el agua tiende a
ocupar mayor drea por unidad de tiempo, y, cuanto mas grande sea el
area A de la seccion transversal del cilindro, mas lentamente aumentara
la altura. Tiempo

Velocidad
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Ejemplo
Supongamos que se sirve café a una razén constante en la taza que se muestra en la Figura ad-
junta. Haz un boceto de la grafica del llenado de la taza con respecto al tiempo.

Solucién

Al servir el café de manera constante, al inicio el nivel en la tasa serd lento
puesto que el espacio inferior es amplio porque la base es mayor; pero con-
forme la tasa se llena, al irse reduciendo el espacio y al mantener constante
el llenado, el nivel aumenta rdpidamente hasta llegar a un punto de rapidez >
de llenado maximo ubicado justo en el centro del recipiente que es la parte Tiempo

mads angosta; a partir de este punto, la tasa se invierte de modo que en cada unidad de tiempo el nivel de
llenado ird decrecerd a medida que la seccién pasa de angosta a ancha.

Volumen

Actividad 41

1. Elsiguiente recipiente se estd llenando con un liquido. ;Qué grafica, volumen contra
altura, representa mejor al fendmeno? Justifica tu respuesta.

e
P
V(h} l / a. wh} {b/ e 1 i};
h h h
2. Elsiguiente recipiente se estd llenando con un liquido. ;Qué grafica, volumen con- :T:

tra altura, representa mejor al fenémeno? Justifica tu respuesta.

wm[ a. wm[ i vin p c
h h

1 ; 7 Operaciones con funciones

h

Las funciones se pueden combinar, descomponery transformar de mucha maneras diferentes. En forma
mds precisa: las funciones se pueden sumar, sustraer, multiplicar y dividir. Ademas, con estos objetos
matemadticos se puede realizar una operacién denominada composicién de funciones.

Suma, multiplicacion y divisionde funciones

Dadas dos funciones fy g que asignan niimeros reales y tienen el mismo dominio, podemos formar nue-
vas funciones, f+ g, - g, fog, y f/g, definidas por las siguientes reglas:

(f+8)(x) = flx) + g(x) (f- 8) (%) = flx) - g()
(feg)(x) =f(x) « g(x) (779)(x)= (fx))/ (g(x))
Estas funciones todas tienen el mismo dominio que fy g, excepto para aquellas x para las cuales
g(x) = 0 puede necesitar ser removida para el domino de f/g.
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Ejemplo
Seaf(x) =422 -9y g)(x) = 2x — 3. Determina: a) (f+g)(x); b) (f-)(x); ¢) (R)(x); d) (f/g)(x).
Solucion
a) (f+g)(x)=f(x) +g(x) = (422 - 9) + (2x —3) =4 = 9+ 25—~ 3 =42 + 2x — 12
b) (f-g)(x)=f(x)-g(x) = (422 -9) = (2x=3) =4a2 -9~ 2x + 3 =42 - 2x — 6
) (fg)(x) =f(x)g(x) = (4x2 — 9)(2x - 3) = 83 — 1242 — 18x + 12
d) (f/g)(x) =f(x) / g(x) = (452 - 9) / (2x - 3) =2x+3

Sumar y multiplicar una funcién por una constante es de interés especial porque sus efectos sobre
la grifica de una funcion son ficiles de describir. Si sumamos una funcién constante, g(x) = ¢, (donde
¢ es una constante), a una funcion f cuyo dominio estd en los ntiimeros reales, entonces la gréfica de la
funcién suma resultante, f + g, simplemente se desplaza verticalmente |c| unidades hacia arriba si ¢ es

positivo y hacia abajo si ¢ es negativo.
S A fle) =2

Asi, por ejemplo, mientras ¢ va tomando todos z 8 =c
los ntimeros reales, la grifica de y = x? + ¢ consiste N
de todos los puntos de la grifica de y = x2, pero s

desplazados verticalmente |c| unidades. (f +g)(x) = fix) +g(x)
=x2+¢

Y

Ve

Sean fy g dos funciones cualesquiera tales que el rango de g se encuentra dentro del dominio de f; la
composicion de fy g es la funcién dada por f(g(x) ), y se dentota como f» g, entonces:

(feg)(x) =f(g(x))

Multiplicando una funcién por una funcién
constante dilata la gréfica de la funcién vertical-
mente, y también refleja la grafica sobre el eje X si
la constante es negativa.

Composicién de funciones |

Ejemplo 1
Seaf(x) =x2y g(x) = x + 2, determina (a) (f=g)(3) y (b) (g=f)(3)

Solucién E (a) (fog)(3)=A(g(3)) (b) (g=/)(3)=g(f(3))

| Primero encuentra g(3): Primero encuentra f(3):

| 8(3)=3+2 f(3) =3

s -5

' Después encuetra f(g(3)) Después encuetra g(f(3))

| f3(3) =A(5) g(f(3)) =g(9)

‘ =54=25 =9+2=1L
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Ejemplo 2
Sea f(x) = 4x% - 9y g(x) = 2x — 3. Determina (a) (fo g)(x) y (b) (g=f)(x)

Solucion | (a) (feg)(x)=f(g(x)) =f(2x-3)
=4(2x-3)2-9
=16%2 —48x+27.

(b) (geN)(x) =g (f(x)) =g(4x2-9)

=8x2 - 21.

Podemos verla adicién de una funcién constante a una funcién, y multiplicacién de una funcién por
una funcién constante como la composicién de funciones. Con éste fin, definamos las funciones T} y
D, de la siguiente manera:

Para un niimero real k, sean T}, y D, las funciones de R en R, definidas como:
T (x)=x+ky
Dk(x) = kx
Sea f(x) una funcion cualquiera; determinemos (T« f)(x) y (D, o f ) (x)
(Tyof)(x) = Ti(f(x)) = f(x) + k
(Deef)(x) = Di(f(x)) = kf(x)

Observamos que para sumar la funcion constante k a la funcién f, podemos formar la funcién com-

puesta Ty o f, y para multiplicar la funcion f por la funcién constante k, podemos formar la funcién D, » f.

Ahora, hagamos la composicion de estas funciones pero en el orden opuesto:

(fe T (x) =f(Ty(x)) = f(x + k)
(f" Dk) (x) =f(Dk(x)) Zf(kx)

Observamos que la grifica de fo T}, es lamisma que la gréfica de fexcepto que est4 trasladada horizon-
tamente: se traslada a la izquierda si k es postivo, y se traslada a la derecha |k| unidades si k es positivo.

Asimismo, la gréfica de fo D) es la misma que la gréfica de fexcepto que est4 dilatada (o distorsiona)
horizontalmente y también estd reflejada a través del eje Y'si k es negativa.

I e Aspecto a.E.Véh;iEl-r: Participacion 'en dasé

o Evidencia: Trabajo colaborativo !

Actividad 42 e Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |
Sean las funciones Ty (x) = x + ky Dy(x) = ka; f(x) = 42, h(x) = 3. Determina las composiciones in- :
dicadas y traza la grafica de la funcién resultante aplicando las transformaciones a las que equivalen. *

a. (Tyof) () b. (f> T,) (%) ¢ (Dyof)(w) 4. (f-D)(x)
e. (Tyoh)(x) £ (ho T})(x) g (Dgoh)(x) h. (k> Dy)(x)
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» Aspecto a evaluar: Producto integrador de unidad
e Evidencia: Examen (problemario)
e Competencia o atributo a evaluar: 2, 4y 5.

INSTRUCCIONES: Resuelve los siguientes problemas como preparacién para evaluar lo indicado. En
cada respuesta se debe incluir el razonamiento seguido para llegar a la solucién.

Problema 1. Traza la grifica de cada una de las siguientes ecuaciones. Debes mostrar un andlisis
completo que incluya: tabulacién, interceptos, simetrfas, extensién de x y asintotas (en caso de ser
necesario).

a) x2y —4dxy + 4y - 1=0. b)y=Vx-3

Problema 2. Un barco de carga tiene un tanque de almacenamiento para combustible para 2500
litros. Al navegar cada dia consume aproximadamente 150 litros de combustible. Sea C(t) Ia fun-
cién "cantidad de combustible" y £ la variable tiempo.

a) Establece la expresion algebraica que modela esta situacion.

b) ;Cudl es el dominio de la funcién C?

c) ¢Cudles el rango de la funcién C? ;Después de cuantos dias en el mar se debe llenar el tan-
que de combustible?

d) Dibuja la grafica correspondiente.

Problema 3. Se arroja una pelota directamente hacia arriba con una velocidad de 32 m/s porlo
que su altura t segundos despusés, es y(t) = 32¢ — S¢2.
a) ;Cudl es el dominio de la funcién?
b) ;Cudl es el rango de la funcién?
c) ;Al cabo de cudnto tiempo regresaré la pelota?
d);A qué altura estd la pelota a los 3 segundos?

e) ;En qué tiempo est4 la pelota a 30 metros de altura? 6 J{(x)
e) Dibuja la gréfica correspondiente. 5
4
Problema 4. La grafica siguiente muestra el comportamientode [} i L e
una funcién: —~— /
a) ;Cudl es el dominio de la funcién? /N2 /
b) ;Cudl es el rango de la funcién? / \ /
c) :Enqué intervalos la funcion es creciente? !"
d) ;En qué intervalos la funcién es decreciente? B3 2 4T N1 )
] .z § . '1\ ¥
e) :En quéintervalos la funcién es concava hacia abajo? 1 /
f) :En qué intervalos la funcién es concava hacia arriba? .

Problema S. Determina de manera analitica el dominio de las siguientes funciones y traza su
grafica:
a) f(x) = 2x — Sa? b)y=+Vx-3 A)y=+Vx-3 +2

=3

d)fix) = 3x::- 6 e)flz)=— i 3
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Problema 6. Para cada una de las siguientes tablas establece la férmula que relaciona a las varia- |
bles indicadas.

A x [ 1 [ 2] 3[4 [s| D m ] Jolz2] 2 s
36| 9o ln2ls] [« o]l 21 4 |63

N x [ 1 [ 23 [4[s]| DN = [11z21314]5s
1| 4| 9 [ 1625 y | 1| 8 | 27 | 64 | 125

e x [o1fo=s]| 1 |15] 2
0] 2 | 1 |2/3|1/2

Problema 7. Algunas de las siguientes tablas corresponden a funciones lineales, cuadriticas o |
exponenciales. En cada caso, identifica a cual de ellas corresponde cuiles y establece su formula.

) vl 2l s Tals] Ol el =11 21710
y | 3 6 | 12| 2448 n |63 78 | 93 [108]123

N e [z1] 37 [u|s]| N p [1]2]3]2]s
34 | 46 | s8 | 7 | 82 q | 2| s | 101726

O x 15| 2 [25] 3 |3s| O m] 21 4 6 8 | 10
y [172.3]155.07[139.56 [125.61| 113.05 n| -8 | -10]| -13 | -17 | -22

e el <1L]| 3 7 1| 1s
y | 34| 46| s8 | 7 [ 82

Problema 8. Obtén la ecuacion para la funcion dada en la siguiente grafica:

6 1)

A

4

2

1

0 : 3._
S 2 1 _1 2 ‘i{




oq |

MATEMATICAS IV FUNCIONES Y GEOMETRIA ANALITICA| =Sl

Problema 9. Obtén la ecuacién para la funcién dada en la siguiente grafica: '

6 SX) |
)

5

4

BRATS 23 »
Problema 10. A parir de la construc- S
. cién de una tabla, determinar el valor de Vibrero de lad, _%_‘__i_‘_s__i_? _ l_ ?
la suma de los angulos de un poligono ma de los dng 180 | 360 ‘ ? ‘ 2 1080 ‘

conocido el niimero de lados.

Problema 11. Asumiendo que las siguientes grificas tienen un comportamiento exponencial,
' determina su ecuacién:

JSx) Jx)
a) A b) A
(5,10) |
(-‘IJ 4] |
\\‘Q V
p i

Problema 12. El valor de una computadora es de $18,000.00. Después de S afios su valor es de
$12,600.00; suponiendo un comportamiento exponencial:

a) Determina la férmula que relacione el valor de la computadora con el tiempo. '

b) ;Cuél seré el valor de la computadora 12 después de su compra? |

Problema 13. Describa cémo la cantidad de agua en una piscina (V, para el volumen) cambia
con el tiempo (t) en cada caso:

t t
V) a vy A b vit) c. vt) d.

Y

Y
"y

Yy



Introduccion a la
geometria analitica

unidad

Propésito de unidad
Aplica los conceptos y procedimientos basicos de la geometria analitica plana en la so-
lucién de problemas teéricos o practicos.

Indicadores de desempefio

» Utiliza las formulas bésicas de la geometrfa analitica al célculo relacionado con figuras geométricas elementales en un
plano coordenado.

o Aplicalos conceptos basicos de la geometria analitica en el planteamiento y solucién de problemas teéricos o précticos.

« Aplicar el método analitico en el estudio (demostracién de teoremas) de la geometria sintética.

» Utiliza las tecnologfas de la informacion, para relacionar ecuaciones con figuras geométricas.

+ Aplica el método de coordenadas o método analitico en la obtencién de ecuaciones de lugares geométricos sencillos.

Competencias disciplinares a evaluar Atributos de competencias genéricas a evaluar

2. Ff)rmula y resuelve problemas matemdticos, aplicando 43 Identifica y evalta las ideas clave en un texto o discurso
diferentes enfoques.' ] oral e infiere conclusiones a partir de ellas.

4. Argumenta la soluci6n obtenida de un problema, con g Sigue instrucciones y procedimientos de manera re-
métodos numéricos, grificos, analiticos o variacionales, flexiva en la biisqueda y adquisicién de nuevos conoci-
mediante el lenguaje verbal, matemdtico y el uso de las mientos.
tecnologias de la informacién y la comunicacién. 5.2 Ordena informacién de acuerdo a categorias, jerar-

8. Interpreta tablas, grificas, mapas, diagramas y textos con quias y relaciones.
simbolos matematicos y cientificos. 8.3 Asume una actitud constructiva al intervenir en equi-

pos de trabajo, congruente con los conocimientos y
habilidades que posee.

90



Actividad preliminar

¢Por qué es importante estudiar esta unidad?

Demuestra utilizando una prueba de coordenadas, y

que el ALMN es un tridngulo rectdngulo. Mbb)

'000,0) N@b,0) x

En esta unidad, aprenderas los conceptos y procedimientos bésicos de la geometria analitica. En el pro-
blema descrito arriba, se requieren aplicar algunos de estos conceptos. Reflexiona lo planteado a conti-
nuacién y una vez estudiada la unidad, vuelve a revisarlo.

Actividadl T e Aspecto a evaluar: subproducto ]
\» Evidencia: Autoevaluacion

Se pide demostrar que el AOMN es un tridngulo rectdngulo. Para tal fin, existe méas de un procedimien-|
to. Por ejemplo si probamos que se cumple el teorema de Pitégoras, el tridngulo es rectingulo, o bien si
probamos que dos de los lados del tridngulo son perpendiculares, bastaria para afirmar que el tridngulo
es rectdngulo. Aqui aplicaremos este segundo procedimiento. o
Atendiendo las condiciones mostradas en la figura, probaremos que OM L MN.
b-0 _b b-0

=—=1. La pendiente de MN es

La pendiente de OM es a0 & b-2b

Considerando que dos segmentos son perpendiculares si el producto de sus pendiente es —1, entonces
debemos verificar si:
(moug) (mygy) = -1
Sustituyendo los valores de las pendientes encontrados:
(1) (-1)=-1
Por lo tanto, OM L MN. Entonces, AOMN es un tridngulo rectdngulo.
Resuelve: utilizando el teorema de Pitdgoras, prueba que AOMN es un tridngulo rectingulo.

a1



P3N | INTRODUCCION A LA GEOMETRIA ANALITICA = UNIDAD Il

P ) "H -
£ . L Conceptos basicos

En la antigua Grecia la matematica evolucioné de un saber empirico a una ciencia teérica de cardcter
deductivo y obtuvo esencialmente su configuracién actual. La geometria fue el nticleo fundamental de
la matematica griega, la aritmética estaba incluida en la geometria y el dlgebra virtualmente no existfa.
“Los elementos” de Euclides fue la obra monumental de la matematica griega, reflejo del nivel del cono-
cimiento matemitico de la época y paradigma del método axiomatico-deductivo, o sintético, que seria
en lo adelante el método que caracterizaria al saber matematico y “Los elementos” el modelo a imitar.
En la geometria desarrollada por el método sintético, ante la imposibilidad prictica de definir todos los
conceptos y demostrar todas las proposiciones, se parte de algunos conceptos que no son objeto de
definicion, llamados conceptos primarios o bésicos, tales como: punto, recta, plano, espacio, etcétera.
Y después se establecen algunas proposiciones como viélidas sin ser demostradas, llamados axiomas o
postulados de la teoria. A partir de estos conceptos basicos y axiomas, utilizando las reglas de inferencia
deductiva y las distintas técnicas y métodos de definicion, se desarrolla la geometrfa. Asi pues, la tinica
solucién metodoldgica posible para el desarrollo de la geometria sintética fue introducir los conceptos
primarios y los axiomas. De los cuales se deriva légicamente toda la teoria geométrica. Mientras tanto,
la aritmética y el dlgebra tuvieron un lento desarrollo a lo largo de la antigiiedad y la Edad Media. Y no
fue hasta la segunda mitad del siglo XVI que el dlgebra obtuvo grandes progresos por los matemiticos
de la Universidad de Bolonia y en particular por F. Vieta, pues se avanza en la simbologfa y en la resolu-
cion de las ecuaciones de tercero y cuarto grados. El desarrollo del dlgebra y el avance de la simbologfa,
junto al conocimiento geométrico crean las premisas para el establecimiento de la geometria analitica,
cuya consumacion fue obra de R. Descartes y P. Fermat en las primeras décadas del siglo XVII, si bien
se reconocen antecedentes en Apolonio, Oresme y otros matematicos.

PLANO ¥ Descartes utilizé el plano coorde-
CuadranteII 4 Cuadrantel nado que ya conoces, formado por
f,.__ﬂ P (xl , }’1) dos rectas perpendiculares entre si,

Segunda componente llamadas ejes coordenados. En su ho-
< g X nor, a este plano también se le' deno-

Cuadrante I1I \ mina plano coordenado cartesiano.
Primera componente
y Cuadrante IV

Los dos problemas fundamentales de la geometria analitica

Los problemas fundamentales que aborda la geometria analitica son los siguientes:
1) Dada una ecuacién, representarla geométricamente, es decir, construir la grifica correspon-
diente.
2) Dada una figura geométrica, o la condicién que deben cumplir los puntos de la misma (o el lugar
geornétrico) , determinar su ecuacién.

El primero de estos problemas, fue el objeto de estudio de la seccién 1.2 de la unidad anterior, y el
segundo fue abordado en la seccién 1.5 dentro del contexto de las funciones.

Sin embargo, estas dos cuestiones merecen un tratamiento mas amplio, que se logra aplicando otras
herramientas de ia denominada geometria analitica. En lo que resta del curso, estudiaras tales herra-
mientas.
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Segmento g di

En tu curso de mateméticas I1I en el que se abordé el estudio de la geometria plana, podia escribirse que
AB = BA ya que ambas notaciones se referfan al mismo segmento con extremos A y B. Sin embargo, en
geometria analitica, se puede hablar de segmentos dirigidos, de manera tal que una direccién se consi-
dera positiva y su direccién opuesta como negativa.

As, dado un segmento con extremos A y B, se pueden formar los segmentos de recta dirigidos AB y
BA.

La notacién, AB, se refiere a un segmento cuyos extremos son A
y B, y que esté dirigido de A a B, como lo indica la flecha en la ilus- A »B AB
racién de la derecha. El punto A se denomina origen o punto inicial
y el punto B es el punto final.

La notacién, BA, se refiere al mismo segmento anterior pero en A B EA
sentido contrario. Aqui, B es el origen y A es el punto final.

Recordemos que a cada punto de una recta numérica real le corresponde un niimero real denominado
coordenada del punto y a cada niimero real le corresponde un punto tinico en esta recta.

P A B P, P
® o o = o
%) %y Xp x, X
-~
x, representa la coordenada re;;ggenta b s i x representa la coordenada del
del punto P,. del punto A. punto P.

Ordinariamente escribiremos el punto Py su coordenada, como sigue: P(x).

Consideremos la figura de la derecha:

Ala diferencia de los dos niimeros reales S =2 =3 e | A | : B
llamaremos distancia dirigida de 2 a 5. O bien distan- 1 I F i?l._ é ATI- —)45_‘16"

cia dirigida de A a B. =L -1

Atencién: Para simplificar la notacién asumiremos que AB representa tanto al segmento dirigido
de A a B, como su distancia dirigida. Entonces, podemos escribir: distancia dirigida de Aa B=AB = 3.

| | ' {JL | : JIB : Similarmente, a la diferencia 2—5 = -3 le llamaremos dis-

_'1 d '1 12:‘ 3 ;l _IS ([5’ tancia dirigida de 5 a 2. Entonces, distancia dirigida de
BA=BA=2-5=-3.

A »IB Y, al valor absoluto de la diferencia |5-2|= |2-5|= 3, le lla-

'1 0 1 > 3 & IS > maremos distancia no dirigida o simplemente distancia.

La distancia entre dos puntos (distancia no dirgida) se define como el valor numérico o valor absolu-
to dela distancia dirigida del segmento rectilineo que une esos dos puntos. La distancia entre los puntos
Ay B, la denotaremos en este curso como sigue:

Distancia=d=AB=BA = |5—2]=[2—5|= 3

c\——



MHNTRODUCCION A LA GEOMETRIA ANALITICA « UNIDAD II

Recapitulando: En geometria elemental, AB y BA representan al mismo segmento. En Geometria
analitica, AB representa tanto al segmento dirigido de A a B, como la distancia dirigida de A a B. Asimis-
mo, BA representa tanto al segmento dirigido de B a A como la distancia dirigida de B a A. Ademis, en
ambas geometrias, AB y BA representan la distancia entre los puntos A y B o longitud del segmento AB.

Vamos a establecer ahora la férmula para determinar la distancia entre dos puntos sobre la recta, en

general: P, P,
o o— x
xl xz
Longitud del segmento dirigido: P\P, = x, — x, Distancia=d = P,P, = |P,P,| = |x, — )|
Longitud del segmento dirigido: P,P, = x, — x, Distancia=d =P,P, = [P,P|| = |x, — x,|
Ejemplo

Calcular las longitudes de los segmentos dirigidos determinados por puntos P,(=5) y P,(8); calcular
también la distancia entre dichos puntos.

Solucion P, P,
@ —>rx
=5 8
Longitudes de los segmentos dirigidos: Distancia entre los puntos P, y P:

—_— Distancia=d =P, P, = |P,P,| = |x, — x,| = |[-5-8| = 13
PP, =x,—%,=—5~8=-13 251 |2 1| |1 2| | |

Actividad 2

1. Hallar la distancia entre los puntos cuyas coordenadas son: (=5) y (6); (3) y (=7): (-8) y (-12).
2. Ladistancia entre dos puntos es 9. Si uno de los puntos es (-2), hallar el otro punto. (Dos casos.)

Si Ay B son dos puntos diferentes de una recta dirigida, demostrar que:
AB+BA=0yAA=BB=0.
4. Enun sistema coordenado lineal, P, (x,) y P,(«,) son los puntos extremos dados de un segmento

dirigido. Demostrar que la coordenada () de un punto P que divide a P Paenlarazondadar=

P,P: PP, es X, + 1%,

x=—lT,r¢—1.

Sean A(xy, y4) y B(xg, y5) dos puntos dados cualesquiera. Vamos a YA

determinar la distancia entre esos puntos (o longitud del segmento Ay, 74)
Sea BC paralelo al eje de las X, y CA paralelo al eje de las Y. Enton-

ces, BC = |~ x| y CA = |y4~yp|- El tridngulo ABC es un tridngulo

recténgulo. Asi, por el teorema de Pitigoras, AB?> = BC? + CAZ2. Por & =

tanto, AB? = sy~ xp|? + |4~ y5|% O bien, AB? = (x4~ x5)> + (74~ yp)%  B(ap, yp) C(x4, y8)

Finalmente:

AB= \[(xA ~xp)2+ (35— 7p)?
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En general, nos referiremos a dos puntos cualesquiera P, (i}, y,) y P,(,, y,) del plano, para estable-
cer la siguiente formula:

Férmula de la distancia. Dados los puntos del plano P, (x;, y,) y P,(x,, y,), la distancia d entre
ellos estd determinada por la férmula:

PP, = V(xz =)+ (- 3,)?

Notas: (1) Observa que se eligié la raiz cuadrada principal (positiva) ya que estamos determinando
la distancia entre dos puntos y esta se considera sin direccion. (2) Al utilizar la férmula de la distancia,
a uno cualesquiera de los puntos dados se le asignan las coordenadas (x;, y,), y al otro las coordenadas
(5, 9,). Y como las diferencias indicadas estan elevadas al cuadrado, su resultado no cambia si se invier-
te el orden dela resta. O sea: PP, =V (x, —2,)2 + (3, —y,)% =V(x, - ,)2 + (3, —5,)2

Ejemplo ]Y A(6,8)
Calcular la distancia entre los puntos A(6, 8) y B(—6, —4). p
Solucién 4 £
Sea A(6,8) = Py(x,y,) y B(—6,—4) = P,(x,, y,). Por tanto: 5 //
x;=6,y,=8; x, = —6; y, = —4. De donde: 0//
AB=\(x, — %)%+ (y, —y,)? i j/% 2 4o
=V(-6-6)2 + (-4 -8)2 =2
-4
=\V(—12)2 + (-12)2
=V(-12)2+ (-12) B(-6]-4) |-
=V144+ 144 =122
Ejemplo
Clasifica, segtin la longitud de sus lados, al tridngulo cuyos vértices son los puntos A(4,5), B(-4,1) y
C (4J _3) }r“ 7 |
Solucién < ® 3
Primeramente calculamos las longitudes de cada uno de los i
4
lados. I
7
ABZ‘\/(S’CB—JCA)Z'F (yB_yA)l B(_y)/ p)
=V(-4-4)2+(1-5)2 =\64 + 16 =80 LT T |
BC=V(4+4)2+(-3-1)2 =V64 + 16 =30 —4[=3[-21~ 0 1/ 2 3 4] 3X
-1 |
- . ) P U T R = ™~
AC=V(4-4)2+(-3-5)2=V0+64 =8 5 i
C‘ofrno dos llac!os son de igual longitud se concluye que el -3 c(h, -B)
tridngulo es isésceles. =5
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Ejemplo
Demostrar que los puntos A(~6, -3), B(-2, -1) y C(4, 2) son colineales

Solucién Yy

Ya que B es punto comtn a los segmentos AB y BC, los 5

puntos A, By C serdn colineales si se cumple la siguiente 7

relacién entre sus longitudes: AB + BC = AC. Calculan-

do las longitudes. ; C(4,2)

AB=(x5 ~x,)? + (5~ ya)? ol

=\V(—2-(=6)2+ (-1 -(~-3)2 =V16 +4 =\20=2+5 =§[-4-3[-2[=1-0 1] 2| 3 4x

i =

BC=N(—(=2))2+ (2-(-1))? =\36+9 =V45=3 5 /}‘4’ ! -

AC=N(4-(=6)2+ (2-(-3))? =100 +25 =V125=5V5 ]A(16,13) =

Como: 2V5 +3V5 =55, se concluye que los segmentos son colineales.

| e Aspecto a evaluar: Participacion en clase
_Actividad 3 ' e Evidencia: Trabajo colaborativo
‘ e Competencia o atributo a evaluar: 8.3

| Demuestra que los tridngulos de vértices G(3, 5), H(1, 1), I(-1,2),y J(0, 1), K(2, 3), L(4, 2) son
rectdngulos y congruentes.

Dado un segmento de recta cuyos extremos son los puntos P, (x;,y,) y P5(%,, 2, y sea Py(x,,, y,,) el pun-
to que divide al segmento P, P, en dos segmentos de igual longitud. El punto Py(x,, y,,), se denomina
punto medio del segmento dado. A continuacién determinaremos las coordenadas del punto medio.

YA P, (x5, ¥,) Puesto que los tridngulos AP,P,,A y AP,P,A son iguales,
podemos establecer las siguientes igualdades:
X~ X1 =%~ Xy Im =127 Vm
Despejando x,, : Despejando y,, :
K+ Xy = %) T Xy IYmtYm=01%)2
zxm=xl+x1 2yn|:y1+y2
+ +
x, = xlzxz y,,= J’12J’2

Por lo tanto, para hallar las coordenadas del punto medio de un segmento en el plano, se usa la for-
mula siguiente:

Férmula del punto medio. Sea PP, un segmento cuyos extremos tienen coordenadas P, (xpy1) Y
P,(x,, y,), entonces las coordenadas del punto medio Py(x,, ,,) de P, P, son:

_ X X, L Y1t )s

R )
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Ejemplo
Determinar las coordenadas del punto medio P,(x,,, y,,) del segmento de recta cuyos extremos son los
puntos A(3, -2) y B(-7, 8).
T g T I
Por lo que el punto medio del segmento dado es: P,(-2, 3)

e i L S P

* Aspecto a evaluar: Participacion en clase|

s Evidencia: Trabajo colaborativo {

I e Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |
e - — e e - !

Actividad

1. Localiza en un plano coordenado la informacién involucrada en el ejemplo anterior, y utilizando E
la férmula de la distancia entre dos puntos, comprueba que efectivamente PM(-2, 3) es el punto’
de medio del segmento dado.

2. Dado el tridngulo cuyos vértices son A(-3, 3), B(2,-1) y C(3, 5), calcula la longitud de la media-
na relativa al lado AC.

3. En cada caso determina silos puntos son colineales.

a. (2; 1)1 (41' 3)1 (_11 '_2) b. (3: 2)1 (4r 6)) (0.' _8)-

Ejemplo
Uno de los extremos de un segmento es el punto (-1, 3) y su punto medio tiene las coordenadas (2, 4).
Encontrar el otro extremo.

Solucién
Conocemos un punto que podemos denominar P, (-1, -3) y el pun- YA
to medio Py,(2, 4); se nos piden las coordenadas del otro extremo del 4 1(2,4)
segmento P, (x,, y,) 3
; A/
X +x +
%, = 12 2 9= J’lzJ’z 1 /
Sustituimos valores: Sustituimos valores: 33 _10 /173 )‘;(
- -1+, 4= -3+y, =
2 2

Despejando x,: Despejando y,: E.

%=(2)(2) +1 7,=(4)(2) +3 (FL3) 4

x%=5 y=1

Entonces, el punto P, es: P,(S, 11)

e i T T Sy S

| ¢ Aspecto a evaluar: Participacién en clase!
o Evidencia: Trabajo colaborativo |

Actividad 5

|
|
| o Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |

1. Con base en la informacién del ejemplo anterior, verifica que P, P,, = P,P,.

2. SiP(4,1) es el punto medio del segmento AB, y A(2, §), determina B.
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En el apartado 1.5 relativo a funciones lineales, se estableci6 que estas
funciones tienen por ecuacién la expresién y = f(x) = mx + b, en la que
m representa la pendiente de la recta, y b el valor de y en el que la gréfica
cruza al eje Y. Asimismo, se estableci6 que el valor de dicha pendiente
estd determinado por el siguiente cociente:

Elevacién

Avance

Elevacion |

7

i > X
Elevacién

Pendiente=m =
Avance

Avance

Para conectar este conocimiento con lo que ya aprendiste al estudiar la funcién lineal, utilizaremos
dos conceptos: dngulo de inclinacién y la tangente de un angulo. Si al “tridngulo de pendiente”, le mar-
camos el dngulo a, podemos asegurar que: pendiente = m = tan o.. A continuacién, se considerard esta
relacion para establecer una férmula para m.

Angulo de inclinacién

En el plano coordenado cartesiano, una linea recta siempre corta a uno de los ejes o a ambos. Por con-
vencion, el angulo de inclinacién a de una recta se mide con respecto al eje X y en sentido positivo, es
decir en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj.

La variacién del dngulo de inclinacién se encuen-
tra dentro del intervalo 0°< o <180°

2 Ya
Puede afirmarse que o = 6 por ser 4ngulos correspondientes
entre paralelas. Entonces

m = tan0 = tana

e
\

De esta manera, hemos llegado a una nueva definiciéon de
pendiente:

YA 1

Py(xy y,) z :
Se llama pendiente de una recta, ala tangente de su dngulo
de inclinacidn, es decir,

Elevacién
Py (xy y1) 4 m = tanB =tanc
. Avance Q(xy y1)
= »X

En tu curso de matematicas III, estudiaste la variacién de la tangente de un dngulo. De dicha varia-
cién, se puede afirmar lo siguiente: la pendiente tendrd valores positivos cuando o sea menor que 90° y
valores negativos cuando sea mayor. Cuando la recta sea paralela o coincida con el eje Y, esto es, cuando
su angulo de inclinacién sea de 90°, diremos que no tiene pendiente o que no estd definida, puesto que
tan 90° = co. Ademds, cuando la recta sea paralela al eje X o coincida con €], tendra una pendiente 0.

A continuacion se presenta una definicion de pendiente que incluye las coordenadas de dos puntos
de la recta.
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La pendiente de una recta estd determinada por el cambio en
la distancia vertical (y, — y,) dividida entre el cambio en la
distancia horizontal (x, — x, ).

Por lo tanto, para hallar las coordenadas del punto medio de un segmento en el plano, se usa la férmula
siguiente:

Férmula de la pendiente. Si P,y P, tienen coordenadas (x,,y,) y (x,, y,), respectivamente, enton-

ces la pendiente  de la recta que pasa por esos puntos es:

= amh
Xy — X

m s %y —x; #0

Observacién: Dependiendo de qué punto se establezca como P, y cudl como P,, la f6rmula anterior

posdeen 2= N Yi—)
" &,
Ejemplo
Calcular la pendiente y el éngulo de inclinacién de la recta que pasa por los puntos (-2, 3) y (=4, -2).
Solucién Sean: Pl(—4, -2)—> X, =4y, =-2 /
Pz(*zl 3)_> x%=-2,9,=3 '
Sustituyendo: 3
eV 3-(-3) _§ AR f
=% -2 (4) 2 (2:3) 3
/ 2
Sabemos que: m = tanq,, entonces: e
Tano. = 5;2 }’/ o Ol =
Entonces: -5[-4 76 =2-1 0] 1] 2] 3] 4 §
A=tant () =682° -1
(‘"41 _2) —2

e Aspecto a evaluar: Participacion en clase
Actividad 6 e Evidencia: Trabajo colaborativo
 © Competencia o atributo a evaluar: 8.3

1. En cada caso, determina la grifica, pendiente y dngulo de inclinacién de la recta que pasa por los |
puntos dados: :
a. A(5,2)yB(-3,-1) b. C(-3,4) yD(6,-2)
c.E(5,-2) yF(-3,-2) d. G(2,3)yH(2,-1)

Puesto que toda ecuacién de la forma y = mx + b, corresponde a una linea recta, con pendiente m e
intercepto con Y en (0, b), podemos resolver problemas como el siguiente:
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Ejemplo

La ecuacién de una recta es, 2x —3y + 6 = 0. (a) Representarla grificamente, (b) obtener el valor de m,

(c) obtener el éngulo de inclinacién.

Solucién

(a) Grifica:

Despejamosa y: y =% x+2

La ecuacion representa a una recta con m = 2/3 e inter-
cepto con Yel punto (0,2). De acuerdo con lo ya estu-

diado, podemos graficar esta recta siguiendo al menos
tres caminos:

Interceptos:
ConY: (0,2) .
Con X: Hacemosy=0:— 0 :§x+ 2

2= %x

-2(3)=2x

x=(-2)(3) /2=-3

Por lo que la recta cruza por (-3, 0).

(b) Pendiente:

El valor de la pendiente se puede obtener por compa-
racion: 5

y= 3 x+2

y=|m|lx+b—>m=2/3

(c) Angulo de inclinacién:
Tanoi=2/3 >0 =tanl (2)=337°

Actividad 7

obtener el éngulo de inclinacién.

Conocer los interceptos es suficiente para tra-
zar la gréfica:

il

< . /’

4 ,//
3 s
P (0f2)
SEEZEP,
=S|=al3—2|-1 o 1| 2 3 4 3
1
3

Atin més, conocido el valor de b=2,yde
m =2/3, el trazo se puede hacer como se
indica:

a1}

r
SN (3,41
e o
3 i <
(n.2
\\’}H 3
ox337° | A
— - I
10 a
-51—-4 =2|-1f O 1f 2| 3| 4 5 'a
=1 Laiinte rpi ctacidnde
m,-posipermite-obiener

Plpunﬁo (G 4)

° Aspecto a evaluar: Participacion en clase |

I
I
: e FEvidencia: Trabajo colaborativo :
i © Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |

- = '
En cada caso, conocida la ecuacién de una recta: Representarla graficamente, obtener el valor de m, y !

I

¢3x+4y-12=0

ax-y+4=0. b.x+y-4=0
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Pendientes de rectas perpendiculares y paralelas

Consideremos primero las pendientes de rectas perpendiculares. Las rectas de las figuras son perpendi-
culares; reflexiona sobre el patrén que siguen los valores de sus pendientes:

b

\

/

OH]LPM-P‘U:\E

Obsérvese que:
Pendiente de ], = 3,

Pendiente de [, = —%

Ademis: (3) (— %) =-1

I\‘Il

lq \

S

4\ A
3 \\ =
1 Nn

'0:l g

~5—4‘—3:g;l’6 1] 2\ 3| 4 § ;
=1 \
-2

Obsérvese que:

Pendiente de [; = 5

Pendiente de [, = —%
Ademas: (—%‘—)[— %) =]

A continuacion reevisemos las pendientes de rectas paralelas. Las rectas de las figuras son paralelas;
reflexiona sobre el patrén que siguen los valores de sus pendientes:

A

Obsérvese que:
Pendiente de [, =

Pendiente de [, =

Por lo tanto:

—| o H|N

pendiente de [, = pendiente de I,

131\] _|
I, 3
N
B 4 .
3 ~
™
)
\"\
o’ N M)
SS|=#[=3[=Z[-1] 0] 1| 2| 34| 5
-1
-2

Obsérvese que:
Pendiente de [ = —

W W

Pendiente de [, = -

Por lo tanto:
pendiente de [, = pendiente de [,

Estas observaciones sugieren las siguientes condiciones de paralelismo y perpendicularidad.
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Sean las rectas I, y I, de pendientes m, y m, respectivamente:
a) I, /1, siys6lo sim, = m,

b)l;L Izsiysélosim2=—mi om®m,=-1
1

Ejemplo
Verificar si la recta que pasa por A(-S, —1) y B(-2, 1), es perpendicular a la recta que pasa por C(3, 0)
yD(5, -3).

Y
Solucién - T
Sea m, la pendiente de la recta que pasa por Ay B,y 4\ ///
m, la pendiente de la recta que pasa por Cy D. 37
_hmh_1-(=1) _2 =1 (g R
M=% =% T 2-(=5)" 3 al A
ol C(3,0)
et oS s 30 _~3 A >
B R 5 ) =5|-4r=3|-2/-1 0| 1| 2| 3\4 5| %
A(LsAT) [ [ A
myo my=(2) 1) =-1 G| 171 \
Por lo tanto, las rectas son perpendiculares entre si. D(5-3)

' » Aspecto a evaluar: Actividad de evaluacion intermedia
' Evidencia: Reporte escrito de resolucion de ejercicios y problemas |
 ® Competencia o atributo a evaluar: 4.3,5.1y 8.

1. En cada caso, encuentre la distancia AB y el punto medio del segmento AB.

a) A(f-]-, _3)J B(6: 2) b) A(-—Z, _S)J B(4: 6)
C) A(_SJ 0)} B(—Z; —2) d) A(_4J 7): B(Ox _8)
2. Encada caso, trace la recta que pasa por A y B, encuentre su pendiente m y su dngulo de inclinacién.
a) A(_'?’: 2)! B(SJ —4) b) A(4,-1), B(-6,-3)
C) A(Z! S)IB(_7J 5) d) A(Sr _I)JB(SJ 6)
3. En cada caso, encuentra la pendiente de la mediatriz al segmento AB.
a) A(_3: _Z)J B(SJ 7) b) A(4J =1 )r B("ér _3)
4. Dadas las ecuaciones de las siguientes rectas:
Recta1: 2x—y~1=0. Recta2: x+2y-10=0. Recta3:x+2y+3=0.

Traza las grificas en el mismo plano y determina si existe paralelismo o perpendicularidad entre la
recta 1 ylarecta2, entrelalarecta 1 ylarecta 3, entre la recta 2 ylarecta 3.

S. Determina si las rectas descritas a continuacion son paralelas, perpendiculares o ni paralelas ni
perpendiculares:
a) I, pasa por los puntos (4, 6) y (-8, 7), y I, pasa por los puntos (7, 4) y (=S5, 5)
b) [, pasa por los puntos (9, 15) y (=7, 12), y I, pasa por los puntos (-4, 8) y (-20, 5)
c) I, pasa por los puntos (2, 0) y (S, 4), y |, pasa por los puntos (6, 1) y (2,4)
d) I, pasa por los puntos (0, ~7) y (2, 3), y I, pasa por los puntos (0, -3) y (11, -2)
e) I, pasa por los puntos (0, 1) y (2, -3), y I, pasa por los puntos (10, 8) y (5, 3)
f) I, pasa por los puntos (1,2) y (-7, -2), y I, pasa por los puntos (1, -1) y (S, -9)
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2. " 2 Demostraciones analiticas de propiedades geométricas

Con el método de coordenadas cartesianas se pueden hacer muchas demostraciones geométricas tal
como se muestra a continuacion.

Ejemplo
Demuestra que PQRS es un paralelogramo si: P(-2,-1), Q(2, 1), R(3,4) y S(-1, 2).
Solucion
Basta probar que este cuadrilatero tiene dos lados paralelos e iguales.

Ml A)Y
Calculando las pendientes de PQ y RS S )
1+1_2_1 4 R{3;4)
T34 2 ]
2-4 _ -2 1 PO / RS _ S(ELR) /
= == Luego PQ 7 RS, porque sus pen

Moo =
B™_1-37 -4 dientes son iguales. Ademds:

PQ=\22+4 =275 /1o b

<] >
RS=V(-2)?+(-4)? =25 pEZaREEEEE
P(+2,41) |71

Entonces, puesto que PQ # RSy PQ = RS, el cuadrilatero es
un paralelogramo.

Ejemplo
Prueba que los puntos: E(-2, —4), F(4,~1),y G(8, 1) estan alineados (son colineales).
Solucién ‘_‘_1 Y _‘ S—

Para probar que los puntos E, F y G estdn alineados . .
basta probar que los segmentos EF y FG son paralelos _2|; | 1 5 3 4
ya que tienen un punto en comun. . | ' ‘ ‘

Calculando las pendientes de
O i . RO
BE™ 442 "6 2

o D e
MRE0-4 T -4 2

Luego EF / FG, y como tienen un punto en comn,
los puntos E, Fy G estdn alineados.

5%, -4y

Ejemplo
Demuestre analiticamente que las diagonales de un recténgulo son congruentes.

Solucidn

Cuando queremos demostrar una propiedad geométrica, la posicién de los ejes no influye en los resul-
tados y, por tanto, podemos escogerlos como mejor convenga. En YA
este caso elegimos un vértice del rectingulo en el origen, yunlado  B(0, b) C(a, b)
coincidiendo con el eje X. Los lados restantes se establecen aten-
diendo la definicién de rectédngulo.

Sean OC y AB las diagonales del rectingulo OABC.

0 A(a,0) %
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Aplicando el teorema de Pitdgoras: ~ AB=V(0-a)?+ (b~-0)2 = Va2 + b2

0C=V(a-a)?+ (b-0)? =Va? + b2
Observamos que AB = OC. Queda demostrado.

El ejemplo anterior, nos permite apreciar la brevedad del método de la geometria analitica (denomo-
nado método analitico). A continuacién vamos a presentar un mismo problema resuelto por el método
de la geometria elemental (denominado método sintético) y por el método analitico.

Ejemplo
Utilizando primeramente el método sintético (de la geometrfa elemental) y posteriormente el método
analitico, demuestra que los segmentos de rectas que unen los puntos medios de los lados sucesivos de
cualquier cuadrilitero forman un paralelogramo.

Solucién
Método sintético

Sea ABCD un cuadrildtero cualquiera. Sean E, F, G y H los puntos medios de los lados sucesivos del
cuadrilétero

Debemos demostrar que el cuadrildtero EFGH es un paralelogra-
mo. Para esto es suficiente demostrar que HG / EFy HE / GE.

Para demostrar que HG / EF trazamos como recta auxiliar la dia-
gonal AC del cuadrilatero ABCD.

Por ser H punto medio de AD y G punto medio de DC, se tiene

que: DH_DG _

HA-GC !

Aplicando el reciproco del teorema de Tales se cumple que:
HG/AC (1)
Asimismo, por ser E punto medio de AB y F punto medio de BC,
D se tiene que: BE _ BF _

EA  FC
Aplicando el reciproco del teorema de Tales se cample que:
EF/AC (2)
De (1) y (2) se tiene que: HG / EF (3)

De manera andloga, utilizando como recta auxiliar la diagonal
D BD, se demuestra que: HE/ GF ~ (4)

De (3) y (4) se concluye que EFGH es un paralelogramo, que es
H lo que se queria demostrar.
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Método analitico y A c, d)
Recordemos que tenemos libertad de elegir la posi- G
cién de los ejes. Una de las posiciones més simples D(a, b)
(sin pérdida de generalidad) es la mostrada en la fi-
gura. F
H
Se pide demostrar que el cuadrilitero DEFG es un
paralelogramo. Para ello basta probar que este cuadri-
litero tiene dos pares de lados paralelos. >
; 0(0, 0) E Bfe, 0)
Asi que, el problema se reduce a demostrar que:
DE/ FGyEF /GD.
Necesitamos las coordenadas de cada uno de los puntos medios:
Punto medio de OD: Punto medio de DC:
O+a O0+b . a b a b+d
H( ; ) ; ) o bien, H[Tr‘i") G(‘?:%J
Punto medio de BC: Punto medio de OC:
F (55 4% )obien, F(53%,4) E (55 5% )obien, E(%,0)
Ya podemos calcular las pendientes:
Punto de HG: Punto medio de GF:
b b+d b+d b
272 4 3 b
My = a atc 3 Mgr = atc cte  a-¢
T 2 T2
Punto de FE: Punto medio de HE:
d b
5 -0 d 70 b
Mgg = cte e = Mpg = a e Ta-e
2 2 2

A partir de estos resultados, concluimos que:
My = Mg, entonces HG /| FE

Mg = My, entonces GF || HE

Por lo tanto, DEFG es un paralelogramo.

Actividad 8

Sea el paralelogramo ABCD cuyos vértices son A(1, 1), .
B(4,2), C(S, S) y D(2, 4). Prueba que sus diagonales '
son perpendiculares entre si. ;Qué tipo de paralelogra-
mo es?
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2 3 Segundo problema fundamental de la geometria analitica

Recuerda que el primer problema de la geometrfa analitica, consiste en construir la grafica que corres-
ponde a una ecuacién. Este problema lo abordamos en la seccién 1.2.

El segundo problema de la geometria analitica que consiste en determinar la ecuacién a partir de
una figura o de una condicién que deben cumplir sus puntos, también fue abordado en cierta forma al
estudiar las funciones. Dada la importancia que tiene esta cuestién en unidades futuras, discutiremos
un ejemplo a continuacion.

' Un lugar geométrico en el plano es un conjunto de puntos que cumplen todos ellos una misma pro-
piedad.

Ejemplo
Determina la ecuacion del lugar geométrico de los puntos que equidistan de A(1, 3) y B(2, 5).
Solucién -
Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar geométrico, entonces ‘
debe cumplirse que. PA = PB, entonces: 4
V(x-1)2+ (y-3)2 =\(x-2)2+ (y-5)2 3
Como las distancias son siempre positivas, esto se cumple si y _ |7
solosi: (x—1)2+ (y-3)2 =(x-2)2+(y-5)? o I |

Desarrollando: e e e e
x2—2x,+1+y2—6y+9=a2—4x,+4+y2— 10y + 25 | '

Simplificando:
2x%+4y-19=0

Recuerda que este lugar geométrico corresponde a la mediatriz del segmento.

e -

1

Actividad 9 ' o Evidencia: Trabajo colaborativo )
I . . I
i © Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |

a) Encuentre una férmula que exprese el hecho de que P(x, y) estd a una distancia S del origen. Des- |
criba el conjunto de todos esos puntos. '

b) Encuentre una férmula que exprese que P(x, y) estd a una distancia > 0 de un punto fijo C(h, k).
Describa el conjunto de todos esos puntos.

c) Determinala ecuacién del lugar geométrico de los puntos sobre el eje Y que estén a una distancia
6deP(5,3).

d) Encuentre todos los puntos sobre el eje X que estén a una distancia S de P(-2, 4).

e) Determina la ecuacién del lugar geométrico de los puntos que equdistan 4 unidades del eje Y.

f) Un punto en movimiento equdista siempre del eje Y'y del punto (-5, =5). Obtener la ecuacién
del lugar geométrico que describe.
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MEN 2 (PROBLEMARIO)

—

| ® Aspecto a evaluar: Producto integrador de unidad
B Evidencia: Examen (problemario)
e Competencia o atributo a evaluar: 2 y 4.

|
e e " e e e i e

INSTRUCCIONES: Resuelve los siguientes problemas como preparacién para evaluar lo indicado. En
cada respuesta se debe incluir el razonamiento seguido para llegar a la solucién.

Problema 1. Al disefiar las rampas de acceso para animales den un zoolégico, se debe tener en
cuenta la pendiente adecuada para que los elefantes piedad marchar por ellas. El grado méximo (o
pendiente) sobre el cual caminar4 un elefante es de 13%. Suponiendo que dicha rampa fue construi-
da con un desplazamiento horizontal de 45 m, ;cuél serfa la elevacién vertical méxima que podrfan
dar los arquitectos?

Problema 2. Determina el porcentaje de pendiente del tramo de carretera

de la siguiente figura. T

Problema 3. Demuestra mediante pendientes, que (1, \/ 2.7m
1),(4,1),(3,-2) y (0,-2) son los vértices de un parale- | |
logramo..

Problema 4. Tres vértices de un paralelogramo estdn en (2, 5), (=7, 1) y (4, —6). Determina
dénde estd el cuarto vértice. [Sugerencia: Hay mas de una solucién. Traza un esquema con todos
los paralelogramos posibles que tengan los tres vértices mencionados.

Problema S. El punto (1, 4) est4 a una distancia de S del punto medio del segmento que une a
(3,-2) con (x,4). Encuentra x.

Problema 6. Los puntos medios de los lados de un tridngulo son (-1, 3), (1, -2) y (5, -3). De-
termina donde estan los vértices.

Problema 7. Sila recta que pasa por (x, S) y (4, 3) es paralela a una cuya pendiente es 3, deter-
mina x.

Problema 8. Sila recta que pasa por (x, —3) y (3, 1) es perpendicular a la que pasa por (x, —3) y
(=1, -2), encuentra el valor de x.

Problema 9. Una recta con pendiente -3 cruza el eje de las x en (8, 0). ;En qué punto cruza el
eje de las y?

Problema 10. E1 AABC tiene vértices B(—6, -3) y C(8, —4). La pendiente de AB = —?ljy la pen-
diente de AC = —2. Encuéntrense las coordenadas del punto A. Y

Problema 11. Demuestra analiticamente que las diagonales de
un paralelogramo se bisecan entre si...

C(0,¢)

D

Problema 12. Demuestra analiticamente que el segmento que
une los puntos medios de dos lados de un tridngulo, es paralelo al
tercer lado y tiene la mita de su longitud. Puedes apoyarte en Ia figu-
ra adjunta...

A(a, 0) B(b,0)
Problema 13. Determina la ecuacién del lugar geométrico de los puntos que equdistan 10 uni-
dades del eje X.

Problema 14. Determina la ecuacién del lugar geométrico de los puntos que equdistan 10 uni-
dades del eje X.

Problema 15. Determina la ecuacién del lugar geométrico de los puntos que se mueven de tal
manera que la suma de sus distancias a los puntos A(2, 0) y B(-2, 0) es igual a 8.




| a linea recta

Propésito de unidad
Aplica los conceptos, ecuaciones y propiedades de la recta como lugar geométrico, en la
resolucién de problemas teéricos o pricticos, de una manera critica y reflexiva.

Indicadores de desempeiio

« Demuestra las ecuaciones de la recta: punto pendiente, ordenada en el origen y forma general.

» Traza mediante diversas técnicas, la grafica de una recta conocida su ecuacién.

« Determina en contextos de interés la ecuacion de una recta dados la pendiente y un punto por el que pasa.

+ Determina en contextos de interés la ecuacién de una recta dados dos puntos por los que pasa.

» Aplica el significado geométrico de los pardmetros que aparecen en las formas especiales de la ecuacion de la recta, en su
representacion grafica.

« Aplica las condiciones de paralelismo y perpendicularidad en el cilculo geométrico y en la obtencién de ecuaciones de
rectas.

+ Determina el punto de interseccion de dos rectas.

« Calcula la distancia de un punto a una recta dada por su ecuacion.

 Determina dngulos entre dos rectas.

« Utiliza las tecnologias de la informacién, para explorar, conjeturar, explicar y describir el efecto que provocan los cambios
en los valores de la pendiente y en la ordenada en el origen, en la grifica de la recta.

» Utiliza las funciones lineales (o ecuaciones de la recta) para resolver problemas practicos.

Competencias disciplinares a evaluar Atributos de competencias genéricas a evaluar
1. Construye e interpreta modelos matemdticos mediante 51 Sjgue instrucciones y procedimientos de manera re-
la 3Ph?a‘:-'6n de procedimientos aritméticos, al‘gf:brmco,s, flexiva en la bisqueda y adquisicién de nuevos conoci-
geomeétricos y variacionales, para la comprensién y ani- isiog:
lisis de situaciones reales, hipotéticas o formales 5.2. Ordena informacién de acuerdo a categorias, jerar-
2. Formula y resuelve problemas matemdticos, aplicando quias y relaciones.
chfer.entes enfoques. . . 6.4. Estructura ideas y argumentos de manera clara, cohe-
3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante rente y sintética.
procedimientos matemiticos y los contrasta con mode- 73 Articula saberes de diversos campos y estableciendo
los establecidos o situaciones reales.mediante el lenguaje relaciones entre ellos y su vida cotidiana
verbal, matemdtico y el uso de las tecnologfas delainfor- g1 Plantea problemas y ofrece alternativas de solucién al
macién y la comunicacién. . desarrollar proyectos en equipos de trabajo, y define un
S. Analiza las relaciones entre dos o mds variables de un curso de accién con pasos especificos.
proceso social o natural para determinar o estimar su
comportamiento.
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Actividad preliminar
¢Por qué es importante estudiar esta unidad?

Los puntos A(1, -1), B(S, 1) y C(1, 5) son

vértices de un tridngulo. Calcula su 4rea. 5
7
3
2 B(5,1)
To 1 /3[/4 >
= ‘.f(‘l; _1)

En esta unidad, aprenderds los conceptos y procedimientos bésicos de la linea recta. En el problema
descrito arriba, se requieren aplicar algunos de estos conceptos. Reflexiona lo planteado a continuacién
y una vez estudiada la unidad, vuelve a revisarlo.

Actividad 1 e Aspecto a evaluar: subproducto
® Evidencia: Autoevaluacion

Se pide calcular el drea del AABC que tiene por vértice los puntos A(1, -1), B(S, 1) y C(1, S). Sabemos
que el drea de un tridngulo se calcula con la férmula: A = (base) (altura)/2. Asi que el problema se re-
duce a calcular la base y la altura del tridngulo. Puesto que conocemos las coordenadas de los vértices,
la base del tridngulo se determina con la férmula de la distancia entre dos puntos; pero, para encontrar
la altura, debemos aplicar la férmula de la distanca de un punto a una recta, y, esta férmula requiere

conocer la ecuacién de la recta implicada. T T, )
Sea AB la base del tridngulo, entonces: S S
Base=AB=V(5-1)2+(1+1)2 =\16+4 = V20 =25 AT\
La altura serd el segmento perpendicular a la base que parta del vér- 8 \\
tice C. Es decir, debemos encontrar la distancia de un punto a una y) \
recta cuya férmula es: \
1
Altura | A5 Bn + C ’ 00 . Q; 5(5;1)
BET e ) *
-1 ¥4, -1)

En esta formula, los valores x,, y,, son las coordenadas de C(1, 5), y los
valores A, By C, son los coeficientes de la ecuacién general de la recta que contiene a la base.
Necesitamos la ecuacién de AB, que es de la forma y — y, = m(x — x,)

Tomando como P, (x,,y,) aA(L,-1) > x; =1 Por lo tanto, la altura es:
n=-1 Altura | DD+ D) +(-3)
AR . o W G0 D B V(1)2 + (=2)2

El valor de m es: M= % =513 1 0( ; ( )12 N
Sustituyendo estos valores en y — y, = m(x — x,) Altura = ‘ :( e =l— 78 i
obtenemos x — 2y -3 =0. 1+4 S S
Entonces, los valores para la férmula de la altura Por lo tanto, el drea del tridngulo es:
sonx;=1,y,=5A=1,B=-2,C=-3. Area=(2\/§)(l—j;)=24u2
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3 ‘ 1 Grafica y ecuacion cartesiana de la recta

nea recta como lugar geométrico

En esta unidad se hard un estudio analitico de la linea recta, uno de los lugares geométricos més impor-
tantes de la geometria analitica. Ademds, se enfatizara la relacion que tiene con las funciones lineales y
en sus aplicaciones.

Empezaremos por definir la linea recta como lugar geométrico de la siguiente manera:

' Lalinea recta es el lugar geométrico de los puntos tales que tomados de dos en dos, las pendientes de
los segmentos que forman son iguales.

! La gréfica adjunta ilustra esta definicion:
C gr )
Si m,p = g = My, entonces los puntos A, By C, estdn sobre la
B rectal.
A Tal y como se estudié en la seccién previa, si conocemos las carac-
teristicas de un lugar geométrico, podemos establecer su ecuacién.
Ejemplo

Considera la recta que pasa por los puntos A(-2, -3), B(2, -1) y C(6, 1). Comprueba que cumplen con
la definicién de recta y determina su ecuacion.

Solucioén

Recordemos que para establecer la ecuacion de un lugar geométrco, necesitamos un punto genérico
P(x,y), que cumpla con la definicién de dicho lugar geométrico. Esto se indica en la siguiente figura.

Si utilizamos los puntos conocidos, s6lo comproba-
\Y riamos la definicién de linea recta: myg = mpc = my¢

L

S =laeBi, IFL . BH3
4 242 6-2 6+2
I _f.! 4
i P(4) 2377
i /.a 1) Ahora, si consideramos uno de estos “tridngulos de

o pendiente” con otro que incluya al punto genérico,
=3-2-1 0 |l 2 sl X podemos establecer la ecuacién de la recta:

-1 /’E%,, -1) Por ejemplo, 1,45 =mp

A(2, 13 1_y-1

_ -3 : 2 x-6
-4 Simplificando:
s 1(x-6)=2(y-1)
wi=3 x—-6=2y-2
2 x-2y—-4=0. Estaeslaecuacién del lugar geomé-
trico dado.

Aplicando este procedimiento, se pueden establecer férmulas o ecuaciones que nos permiten obte-
ner de manera directa ecuaciones de rectas; esto se estudia a continuacion.
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Ecuacion de pendiente y ordenada en el origen

Esta esla ecuacién de la recta ya conocida: y = mx + b.

La ecuacién de pendiente y ordenada en el origen de la linea recta es: y=mx+b

Revisa a continuacién una explicacién del por qué esta expresién.

Los puntos clave de esta explicacién, es que se conoce el
valor de m y el valor b en el que la recta cruza al eje X.

Aplicando la definicién de recta: % = Y=—b—m

x=1
Simplificando:
m(x-1)=1(y-b-m)
mx—-m=y—b-m
y=mx+b
Ejemplo

Encontrar la ecuacién de la recta que cruza al eje Y en el punto (0, —1) y tiene una pendiente de 3.
¢Cudl es el dngulo de inclinacién de la recta?

4G
Solucién \ 1
il \ T3
Puesto que conocemos el valor de la pendiente y el intercepto con Y,
podemos usar la ecuacién, y = mx + b \\ 3
Sustituyendom=-3yb=-1: \

=-3x+(-1) \
;=—3x—£ a\ i

El éngulo de inclinacién que corresponde a m= — 3 es: -3-2-1_No, T P Bx
o = tan~!(-3)=-71.6° (Resultado de la calculadora). (0,1
2\ P
-3
o
=3
71.6° Valor proporcionado por la calculadora =3

El dngulo de inclinacién es: o = 180° — 71.6° = 108.4°

! e Aspecto a evaluar: Participacidn en clase :
e Evidencia: Trabajo colaborativo
e Competencia o atributo a evaluar: 8.1

Actividad 2

I
I I
I I
| |
L

Grafica la recta y encuentra la ecuacién si la recta tiene:

- el

a) Una pendiente —3 e intercepta al eje Y en el punto de ordenada ~2.

b) Una pendiente % e intercepta al eje Y en el punto de ordenada -S5.

c) Una pendiente :21 e intercepta al eje Y en el punto de ordenada 51: ;

L
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Para la ecuacién pendiente y ordenada en el origen, partimos de que se conocia la pendiente y el punto
de interseccién de la recta con el eje Y. Ahora, asumiremos que se conoce la pendiente y un punto cual-

quiera P, (x, ;).
El procedimiento para obtener esta ecuacién, es idéntico al utilizado para la ecuacién anterior. La
tinica diferencia son las coordenadas del punto conocido.

Revisa a continuacién una explicacién del por qué esta expresion.

v Aplicando la definicién de recta: % o s B

Simplificando:
m(x _xl) =1(y-y)

mx—mx,=y-y,
m(x"_xl) =N
/ J’_J’lzm(x_xl)

X

Esta ecuacién recibe el nombre de punto pendiente.
La ecuacién punto pendiente de la linea recta es: y — y, = m(x — x,)

Ejemplo
Encolntra.r la ecuacién y 4ngulo de inclinacién de la recta que pasa por el punto A(3,2) y tiene pendiente

m=—_—.

2 Y
A
5 -~ Conocemos un punto de la recta y su pen-
luei % =P diente, entonces podemos usar la ecuacién
Solucion 4
3 /o/ punto pendiente:
5| A3, A)/Térll y—y, =m(x—x;)
1 -~ 2

El punto A(3, 2) seria el P,(x,, y,); enton-
3 _;/(0. VI T N A ces los datos son:

Sustituyendo y simplificando:y - 2 = “ZL(x -3)

Simplificando:
2(y-2)=1(x-3)
2y-4=x-3
0=x-3-2y+4
x—=2y+1=0

El 4ngulo de inclinacién que corresponde am = —% es: 0. = tan~! (%J =26.6°




MATEMATICAS IV o FUNCIONES Y GEOMETRIA ANALITICA| EEEE

Ejemplo
Encontrar la ecuacién y el dngulo de inclinacién de la recta que pasa por los puntos B(2, -3) y C(4, 5).
Solucién v
s .z 3 A
Para usar la ecuacion la ecuacion punto pendiente, 5 €45}

y =y, =m(x — x,), necesitamos el valor de m y las "

coordenadas x;, y,. Estas tiltimas pueden obtener- 5

se de cualquier punto conocido de la recta. 5 /
1

Sea B(2,-3) el Py (qu’l)i entonces x; =2,y, =-3.

Y, puesto que conocemos dos puntos, podemos cal- | —— — =
cular el valor de m: ERZOR) EAARE
Lo5-(3) _8_, o 1/
TT4-2 27 i /
Sustituyendo en y - y, = m(x — x,) y simplificando: a B(2, -3
%
y-(-3)=4(x-2) s ‘ (o, Ly
y+3=4x—8 i
0O=4x-8-y-3

4x—-y-11=0. El éngulo de inclinacién que corresponde a m = 4 es: ot = tan~1(4)= 75.96°.

Observando las diferentes ecuaciones de las rectas obtenidas previamente, nos permite asegurar que la
ecuacioén de una recta cualquiera, en el plano coordenado, es de la forma lineal Ax + By + C=0

En donde ya sea A o B debe ser diferente de cero y C puede o no ser igual a cero. La ecuacién anterior
se llama la forma general de la ecuacion de una recta. El problema inverso, a saber, ;la ecuacién lineal
Ax + By + C= 0 representa siempre una linea recta?, es también valido, segtin el siguiente analisis acerca
de los posibles valores que pueden tomar los coeficientes de dicha ecuacién general.

I}’J\ y=k
« SiA=0,entonces B#0,ylaecuacion se reduce ala forma: y = O k|
y'su representacion grafica es una recta paralela al eje X | _
x
J
: 4 C x=k
« SiB=0,entonces A # 0, yla ecuacién se reduce a la forma: x = 5 k
y su representacién gréfica es una recta paralela al eje Y _
+—k—H %
A
A N
o SiC=0,A#0,B#0laecuacién se reduce alaforma:y=-—=x
B Yy = mx

que equivale a y = mx, y su representacién grafica es una recta que
pasa por el origen de coordenadas...
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: » Aspecto a evaluar: Participacion en claser
Actividad 3 i e Evidencia: Trabajo colaborativo
— :  Competencia o atributo a evaluar: 8.1

I
|
_________________________ i
a. Segtin el andlisis previo, x = 3 representa a una recta vertlcal (paralela al eje Y). Comprueba esto, ! ,

tabulando algunos valores, considerando que x = 3 equivale ax =3 + y(0). |

b. Segtn el andlisis previo, y = 3 representa a una recta horizontal (paralela al eje X). Comprueba
| esto, tabulando algunos valores, considerando que y = 3 equivale ay = 3 + x(0).

c. Escribirla ecuacion y = 4x + S en la forma general.

Al analizar la ecuacion general para A =0,y B # 0, se obtuvo y = —-%= k. Esto, por supuesto, es el

intercepto de la recta con el eje Y. Asimismo, al hacer C =0, A# 0, B# 0, se obtuvo y = - %: x,lo que
nos lleva a la igualdad: m = - %
Estos resultados, también podemos obtenerlos tal y como se indica a continuacién:
Despejaryde Ax + By+ C=0—>By=—-Ax-C

A &
=B B
Comparando esta tiltima expresion con la ecuacién punto y ordenada en el origen:
__A, C
’="B "B
y=mx+b
: = e
Se observa que: m=—5, ¥ b= B

Estas igualdades, resultan de mucha ayuda en problemas en los que se conoce la ecuacién de la recta.

Ejemplo
La ecuacién de una recta es —3x + Sy + 8 = 0; representa la recta graficamente, calcula su pendiente y su
angulo de inclinacién.

¥
Solucién | Grdfica X
Hemos estudiado ya, varios métodos para .
trazar la gréfica de —3x + 5y + 8 = 0. 3
Usemos los Interceptos. 2 St
Seax=0—>-3(0) + Sy +8=0. 1 2</
~3(0) + Sy +8=0. i | 26,9 173 "
Sy+8=0. 2 !'iqo P33 & 5 B |7 I
==2=-16 _# - 1e)
Seay=0—-3x+5(0) +8=0. Valor de m:
-3x+8=0. s
-8 De la ecuacién, —3x + 5y + 8 = 0 obtenemos:
=3 2.6 A==-3,B=35; entOncesm=——§-= —_T‘?’z%

La recta pasa por (0, -1.6) y (2.6, 0) Angulo de inclinacién:

o= tan~!(m)= tan“l[ ) .3 )
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| o Aspecto a evaluar: Subproducto !
o Evidencia: Reporte escrito de resolucion de ejercicios y problemas

1. En cada caso, determina la ecuacién y dngulo de inclinacién de la recta que pasa por el punto P, y
tiene pendiente m indicados:
a) P1(3,2),m=4 b) Pl(_6J —4),m=% C)Pl(—sl 2):m='3

Dr e ot Ame  Onme-d

2. En cada caso, determina la ecuacién y dngulo de inclinacion de la recta que pasa por los pares de
puntos indicados:

2) (2,3)y(3,9) b) (-1,0)y (3,-16) 23)yG-4)

1 1

8) (-1,-5)y (-3,5) ) (3,-5)y (3,6) 0(z3)y(53)
) (2,0)y (0.-3) b (2,-1)y(2-1) ) (0,-5)y (3, -)
3. Determina la ecuacién de la recta que pasa por el punto A(—6, —3) y tiene un dngulo de inclinacién
de: a) 30°,b) —30°, c) 45° d) —135° ¢) 90° y e) 180°.
4. Representa graficamente cada una de las siguientes rectas, calcula su pendiente y su 4ngulo de in-
clinacién:
a)3x-2y-5=0 b) Sx—2y+4=0, c)y=_TZx+%

Al trazar dos rectas en el plano, se puede presentar uno y s6lo uno de los siguientes hechos:

Las rectas se cruzan en un Las dos rectas son paralelas Las dos rectas son idénticas
solo punto y distintas (coinciden)
Yy Yy Yy
N
¥ (%)
70| «x T x 70 Y 70 T x

Si dos rectas se cruzan en el plano, existe un punto cuyas coordenadas satisfacen las ecuaciones de
ambas rectas. De acuerdo con estas ideas, puede darse uno y sélo uno de los siguientes resultados:
o Hay un solo punto (x, y) que satisface ambas ecuaciones. Este es el punto donde se cortan las
rectas.
« Ningin punto satisface ambas ecuaciones. Las rectas son paralelas y distintas.
« Las dos ecuaciones son equivalentes y todos los puntos que satisfacen a una, también satisfacen
a la otra. Las dos ecuaciones representan a la misma recta.

En tu curso de matemiticas II, se establecidé que, si tenemos dos ecuaciones lineales con dos varia-
bles (es decir ecuaciones de dos rectas) y queremos encontrar su interseccion, lo que debemos hacer es
resolverlas simultineamente.
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Ejemplo 1
Encontrar la interseccién de las rectas x - 3y +2=0 y 2x-y-6=0.
Solucién
Debemos resolver simultdneamente el sistema:
x-3y+2=0 (1)
2x-y-6=0 (2)
Recuerda que sistemas como éste, se pueden resolver por varios métodos. Aqui lo resolveremos por el
método de suma y resta y graficaremos el sistema s6lo como comprobacién.

Ec. 1x(-2)—> -2(x -3y +2) =-2(0) > 2x+6y—-4=0

Ec.2—> 2x—-y-6=0
Sumando las ecuaciones anteriores obtenemos: -2x+6y—-4=0
2x-y=6=0
Sy—-10=0
Despejamos y: y=2.
Ahora, sustituimos el valor de y en la primera ecuacién: x—3(2)+2=0

x=4
Por lo tanto, el punto donde se cruzan las rectas es P(4, 2).

Representacion grdfica

Usemos los Interceptos para graficar:

5
X /
Rectal:x-3y+2=0 3 B
Seax=0—>(0)-3y+2=0 2 ]
-3y+2=0 T /|P4 2)
i (0, 0564 ‘5/
J’=3=0'66 A2 4. o PRE: § x

Seay=0—>x-3(0)+2=0
x+2=0.—>x=-2

la recta 1 pasa por (0, 0.66) y (-2, 0) -3
Recta2: 2x-y-6=0 =% /
Seax=0->2(0)-y-6=0 5
-y=6=0—> y=-6 (0, -6)
Seay=0—>2x-0-6=0
2x=6—>x=3 La recta 2 pasa por (0, -6) y (3,0) \
Ejemplo 2
Encontrar la interseccién de las rectas 2x +y—=5=0 y 2x +y-10=0.
Solucién
Resolviendo el sistema: 2x+y-5=0 (1)

2x+y-10=0 (2)

Ec. 1x(-1)=>-1(2x+y-5)=-1(0) > ~2x-y+5=0
Ec.2— 2x+y-10=0
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Sumando las ecuaciones anteriores obtenemos: -2x-y+5=0
2x+y-10=0
0-5=0
-5=0
Lo cual no es posible. Por tanto, las rectas no se cortan, es decir, son paralelas.
Representacidn grdfica \ Y
Usemos los Interceptos para graficar: \\1
Rectal:2x+y-5=0 \S
Seax=0—>2(0)+y-5=0 4\
y-5=0—>y=5 MAVA
Seay=0—>2x+0-5=0 : NN
2-5=0. = x of & 2.5 Larecta 1 pasa por & B 0 p\4 SX
Recta2: 2x+y—10=0 (0,5)y(25,0) N \
Seax=0-2(0)+y-10=0
y-10=0— y=10 Las rectas son paralelas
Seay=0—>2x+0-10=0
26=10.—> x=S5 La recta 2 pasa por (0, 10) y (5, 0)

Actividad 4

Encontrar la interseccién de las rectas x + y — 10 =0 y 3x + 3y — 30 = 0. Interpreta el resultado.

D9 9D YA

y
- % A — | - ey ~ PR gy | P
9.2 Angulo entre dos rectas en el plano

oY)

Sean [, y I, dos rectas no verticales, cuyos angulos de inclinacién son 6
1Yh V! gu 1
y 0, respectivamente. Al cortarse las rectas forman dos dngulos suple-
mentarios (o, y B 1) y sus respectivos suplementos.

El éngulo entre [, y |, puede ser cualesquiera de estos dos dngulos,
siempre y cuando se mida en sentido positivo (anti horario).

Aqui consideraremos que el 4ngulo entre [, y I, es el B, y por tanto, para el siguiente desarrollo, /; se
llama recta inicial con pendiente m,, y , recta final con pendiente m,. Bajo este convenio, A continuacién
obtendremos una férmula para calcular el dngulo entre dos rectas en el plano.

701 N X

El 4ngulo 0, es un dngulo exterior de un tridngulo, entonces: 0, = 0, + B,; por tanto, p,=0, -0, (1)
Para obtener la férmula buscada, partimos de la igualdad (1) y aplicamos la férmula de la tangente
de una diferencia de dngulos estudiada en matematicas III:

tan 0, — tan 6, My~ My
tan B, =tan (6,-0,) = 1+tan6,0tan 0, ~ 1+myom,’

TE o
91-':‘5 5190 Y“ ’2 B ’1

Esta es la férmula que nos permite calcular dngulos entre dos rectas.

Sea B el dngulo formado por las rectas I, y I,, medido en sentido antiho-
rario, donde [, es la recta inicial con pendiente m, y I, la recta final con

pendiente m,, entonces, la medida de [ se obtiene con la férmula: V4 X ;
tanB——mz_ml ~gc o(
“l+myem, 17 2’
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Ejemplo . C(2,5)
Los vértices de un tridangulo son A(-2,2), B(3,0) y C(2, 5). - /\
Calcula los dngulos interiores en los vértices A y B. /2 \—'\
Solucion AR, 2T\ )

3

Es recomendable hacer la representacion gréfica y marcar los L | A
édngulos en sentido anti horario: N \(BB0)
42 a7 1071 2 34°x
Cdlculo del dngulo A: -1 |
Para este dngulo, m,= m, 5, m,=m . Sustituyendo en la férmula y simplificando:
0-2_-2 i_(_i) 3,2 15+8
T=MAB= 3y 2 S 4 (s) 475 20
tan A = = = =" -1643
RSUDRL . B 1 +(_3_)(__2_) -6 20-6 14
2= Mac= 7 2 = 4L s 20 20
ZA=tan"1 (1.643) = 58.67°
Calculo del dngulo B: Sustituyendo en la férmula y simplificando:
Para este dngulo, m ;= mp, m,= mp,. 2 2 -2+125
5-0_ 5 | e 5 23
m,=m :—_—z—:-—s tan A = e = =—=1.533
1m7BCT 237 -1 1+[_§2_](_5) 1+% S+10 1S
2-0 _2 2 S
e Rl e e ZA = tan~! (1.533) = 56.88°
3 )|+ Aspectoqevaluar: Actividad de evaluacion intermedia |
I e Evidencia: Reporte escrito de resolucion de ejercicios y problemas I:

Competencia o atributo a evaluar: 41y 5.1

1. Determina los puntos donde se intersectan y el dngulo que forman entre ellas los siguientes pares !
de rectas. Verifica el resultado representindolas graficamente.
a)Sx-3y-1=0;4x—-5y+32=0 b) 2x+3y—-1=0;8x+12y-4=0

2. Calcula el dngulo C del tridngulo con vértices A(-2, 2), B(3, 0) y C(2, 5), del ejemplo previo.
Comprueba que la suma de los tres éngulos es 180°.

3. Calcula el dngulo agudo que forman al cortarse, las rectas 2x + 3y -4 =0,y,3x + y + S = 0.

Ya sabes como calcular la distancia entre dos puntos cualesquiera en el plano. Ahora, aprenderds un

procedimiento para calcular distancias entre un punto y una recta. Primero resolveremos un ejemplo.
Ejemplo

Calcular la distancia d del punto P(2, 7) ala recta r cuya ecuacién es —Sx + 2y + 6 = 0.

Solucién

1) Comprender el problema: Para poder resolver este problema, puedes empezar graficando la infor-
macion. Asimismo, debes precisar con exactitud el significado de distancia de un punto a una recta. En
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tu libro de mateméticas III (pagina 39), se estableci6
que, la distancia de un punto a una recta, es la longitud
del segmento perpendicular que va de dicho punto ala
recta. Entonces, la distancia del punto P;(2,7) alarecta
-5x + 2y + 6 =0, no es, ni P|A, ni P, B. Esa distancia es
P,Q.

2) Concebir un plan de resolucién: podemos seguir
el siguiente plan se resolucion:

Primero: determinar la ecuacién de la recta que
pasa por P, (2, 7) y es perpendicular a la recta dada
-Sx+2y+6=0.

Segundo: determinar el punto de interseccién Q(x,
y) entre la recta dada y su recta perpendicular que
pasa por P,.

Tercero: calcular la longitud del segmento P, Q.

» FUNCIONES Y GEOMETRIA ANALITICA| [FEER

/

o

Py(2,7)
11\\ /_4_

B = b T
pd

?Q
A

i

5]

/—3x+2y F630,

M
—

-5%0: '6)

3) Ejecutar el plan de resolucién: ahora realizaremos los cilculos necesarios para desarrollar el plan
de resolucién anterior. Por tanto, primeramente, determinemos la ecuacién de la recta que pasa por

P,(2,7) y es perpendicular a la recta dada —5x + 2y + 6 = 0.

Puesto que conocemos la ecuacion general de la recta, sabemos que A = -5, y B = 2; entonces su

pendiente es: m,= s

Puesto que P,Q L r, se cumple que: (mplQ) (m,) = -1, de aqui: (mpﬁ) (%) =-1

Por lo tanto, para encontrar la ecuacion de la recta que contiene al segmento P;Q podemos usar la

Despejando mpg: mpl_(l:%=
2
s . 2
ecuacion de punto pendiente con PI(Z, 7)ym= 5

2
Y= =m(x—x1)ﬁy—7=—g(x—2)
S(p-7)=-2(x-2)
Sy—35=—-2x+4
2x+5y—-39=0

Ahora, como segundo paso, calcularemos el punto de interseccién Q(x, y) de la recta dada y su per-

pendicular. Por tanto, resolveremos el sistema de 2 x 2 formado por dichas ecuaciones:

-Sx+2y+6=0 (1)
2x+5y-39=0 (2)
Resolviendo por el método de sustitucion, despejamos la variable y de la primera ecuacién y la susti-

tuimos en la segunda ecuacidn se obtiene que:

-Sx+2y+6=0—>y=%x—3 (3)
2x+5y-39=0—>2x+ 5(3x-3)-39=0

2x+4+12.5x-15-39=0

L .
14.5x-54=0—>x= 14.5 =3.724
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Sustituyendo ahora el valor x = 3.724 en la ecuacién (3), para calcular el valor de la incégnita y:
=(2) (3724)-3= 631
Por tanto, el punto de interseccién de las rectas es C(3.724, 6.31).

Finalmente, como tercer paso, calculamos la distancia entre los puntos P, (2,7) y Q(3.724, 6.31) que
viene siendo la distancia del punto P, a la recta dada:

P,Q=V(3724~-2)%+ (631 -7)2=1.86 V)

b Pi(xy, »1)

~

A continuacién vamos a generalizar el procedimiento anterior
para obtener una férmula que permita calcular directamente la dis- d
tancia de un punto dado a una recta dada.

P
Sea la recta r de ecuacién Ax + By + C = 0 y un punto P,(x,, y,) ‘
que no pertenece a la recta, luego d = P,P donde P es el pie de la 0 ) X
perpendicular trazada desde P, ar. Nx("
S— A2
Determinemos la ecuacién de la perpendicular P,Q a r que pasa /| ?j."

por P,.

Puesto que P,P | r,yla ecuacién de r es Ax + By + C = 0, tenemos que: m, = ~% y mﬁﬁ=%

Entonces, la ecuacién de PP es: y -y, =%(x —x,); o bien despejando a y:

y=2 e-x)+y, (1)

Recapitulemos: Ecuacién de P,P: y = % (x—2x,) +y; (1)

Ecuacién delarectadadar: Ax+By+C=0 (2)
Para hallar las coordenadas de P resolvemos el sistema anterior por el método de sustitucion:
Sustituyendo (1) en (2):

Ax+B(% (x—x,) +y1]+C=0 Sustituyendo (3) en (1):

Ax+%2(x~xl)+ByI+C=0 =%(L"’;§§'{—‘*mel]+yl
s BT By + C=0 - ety
x(A+§§J—BI2xl+Byl+C=O y=%(Lﬁii§’iﬁlJ+yl

_ B2x, ;;&;B?Z—AC 3) Tiidghs P (Ble;;ﬂ,;,qc B (Ax:;f);:c]_l_yl)

Por lo tanto la distancia del punto P;, al punto P es:

Bix, - ABy,~ AC _ ]2 " n(Ax +By, +C )2
Pyl \/ a4yt B A2+ B2

Plpz\/ % - ABy,— AC - AZx, - B}-,{,\z (B[MDZ

A+ B? AZ+ B2
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p.p- \/ -A(Ai;i?;ﬁc i (_B(Ax1+3y|+CDl

AR

PP—\/ (A2(Ax, +By,+ C)*  BY(Ax, + By, + C)?
1 (AT+BY)? (A2+ B2

(Ax, + By, + C)? (Ax, + By, + C)? Iz‘.x, +Byl+C|
] 2 2 — —
PP \/ (g (@+B) N T A+ B ST

Con este resultado hemos demostrado la siguiente férmula:

Férmula de la distancia de un punto a una recta. La distancia del punto P,(x,, y,) a la recta de

|Ax, + By, + C|

Sop A B C - 0 . =
ecuacion Ax; + by;+ & PP VA2 + B2

Para verificar la funcionalidad de la férmula la aplicaremos al ejemplo resuelto anteriormente, donde

el punto es P(2,7) yla recta es —5x + 2y+6=0:

Ax, + By, +C -~
pp-= S e IR 10 B ) [ I ||| PO S
VA2 + B? V(=5)2 + (2)2 V29
Ejemplo
En el AMNP calcula la altura relativa al lado MN si sus vértices son: M(4, —2), N(-8,7) y P(2, 7)
Solucién
Determinar la altura pedida no es mds que calcular la distancia del vértice P a la recta que contiene al
lado MN. r ;
+By, + N(-8, 7
Férmula a aplicar: h=d = A, *+ By, + € i ZA
VA2 + B2 N o 1737
Datos necesarios: x,,y;, A, By C. ‘\\ 5| /
De los datos necesarios, conocemos x; =2,y y, = 7. N 4) ™~ IA-I.t
Para obtener los valores A, B y C, necesitamos la \\\ 4 \ i e
ecuacion general de la recta que contiene al segmen- | 2 \
to MN. Esta recta pasa por dos puntos conocidos N |
asi que podemos determinar su pendiente, y usar la . AN : \ >
ecuacion y — yp = m(x — xyp) BV P3432 10 1\2‘\ 3l 1}(
4 b
; 7+2 9 3

Determinemos m: mypn=—g—o T T 2 M4, [2}_
Entonces, la ecuacion de la recta que contiene al segmento MN es:

y—(-2)=- % (x-4) Por lo tanto, el valor de la altura h es:

4(y+2)=-3(x-4) hsige 3(2) +4(7) 4| = |6+28 4| = 6 unidades

4y+8=-3x+12 \32 + 42 25

3x+4y—

' e Aspecto a evaluar: Subproducto

1. Calculala distancia del punto dado a la recta indicada:
a) A(LS,9),4x+3y-8=0 b) C(0,6),x-2y+3=0 c)D(2,-1),y=3x+7
2. Calcula el 4rea del tridngulo cuyos vértices son A(4,2), B(1,4) y C(-2,0).

e FEvidencia: Reporte escrito de resolucion de ejercicios y problemas 1
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2L . . . '
2. Rectas y funciones lineales

En launidad, se establecié que las funciones lineales tienen una regla o férmula de la forma f(x) = mux +
b, donde m es la pendiente de larecta, y b es el valor de y cuando x = 0 (intercepto con el eje Y). Por otra
parte, en esta unidad se ha demostrado que todas recta tiene por ecuacién punto pendiente f(x) = max +
b, y ecuacién general Ax + By + C = 0, que se puede expresar en forma equivalente como:

SRR S
Y=TE ¥R
Comparando estas dos ecuaciones también se estableci6 que: m = — % y b= ——g—

Por lo tanto, podemos afirmar que toda ecuacion de la recta, se puede expresar como la regla de una
funcion lineal f(x) = mx + b, cuya representacién gréfica es una linea recta.

En tu curso de matemiticas II resolviste problemas con comportamiento lineal; a continuacién resol-
veremos problemas de este tipo, pero orientando el razonamiento bajo la perspectiva de covariacién a
través de una tabla.

Ejemplo
Las ballenas azules recién nacidas miden aproximadamente 7 metros de largo y pesan 3 toneladas. Las
ballenas jévenes son amamantadas durante 7 mese y, llegado el tiempo de destete, con frecuencia miden
15 metros de largo y pesan 23 toneladas. Denotemos con L y P la longitud (en metros) y el peso (en
toneladas), respectivamente, de una ballena que tiene t meses de edad.

a) Si Ly t estdn relacionados linealmente expresa L en términos de ¢.

b) ;Cuil es el incremento diario en el tamafo de un ballenato? (considere un mes = 30 dias.)

c) Si Py t estdn relacionados linealmente, exprese P en términos de f.

d) ;Cudl es el incremento diario en el peso del ballenato?

Solucioén 7.-' :
+
a) Lainformacién dadala podemos presentar en una tabla: C
Puesto que L y f estdn relacionados linealmente, la ecuaciéna 7 ‘

usares: f(£) =mt+b 3
De la tabla obtenemos: b =7y m = 8/7. Entonces, la funcién buscada es: f(t) =—t+ 7 con t en me-

ses. _7 )

b) ;Cudl es el incremento diario en el tamafio de un ballenato? e o) :
(considere un mes = 30 dias.) +210 o | 5 |48
Si transformamos los datos de la tabla a dias, la pendiente nos g 210 1s )

daria la respuesta pedida:
Por tanto, el ballenato incrementa su longitud en 0.04 m diariamente.
Resuelve. Resuelve los incisos cy d.

Ejemplo
Suponga que un jugador de beisbol de las ligas mayores ha conectado S cuadrangulares en los primeros
14 juegos y mantiene este paso en toda la temporada de 162 juegos.

a) Exprese el nimero y de cuadrangulares en términos del ntimero x de juegos jugados.

b) ;Cudntos cuadrangulares conectars el jugador en la temporada?
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a) Lainformacién dada la podemos presentar en una tabla:
Para aplicar la misma estrategia, necesitamos al me-

nos otro par (x, 7). Tomando en cuenta el enuncia- e e
do, estamos en presencia de una variacién directa; ( ' 14 | ) :)
por lo tanto, en 28 juegos el jugador conectard 10 162 | b
cuadrangulares, entonces la tabla sufre la siguiente
modlﬁcacmn
— _ Puesto que x y y presentan una variacion directa
% la ecuacién a usar es: f(x) = max
+14 \f 2 ""5 De la tabla obtenemos: m = §/14
: 10 Entonces, la funcién buscada es: f(x) =37%
162 :? 14
b) Evaluando esta funcién para 162: f(162) = —1%-}- (162) = 57.8. Entonces el beisbolista conectara 58
cuadrangulares.
Ejemplo

Una barra de dulce costaba $5.00 en 2005, $7.50 en 2008, $10.00 en 2011, $12.50 en 2014 y 15.00 en
2017. Si continta la tasa de inflacién actual, ;cudl serd el costo de esta barra de dulce en 20202

Solucién

En esta caso, tenemos bastante informacion, asi que podemos averiguar de inmediato si se trata o no de
una funcién lineal.

Las sumas aditivas constantes en los va-
7 | lores de salida y la variacién uniforme en

< las entradas nos permiten asegurar que
‘ 750 [ 1000 ‘ 12.50 | 15 00 J se trata de una funcion lineal.

\____...:r . = Ny
+2.5 +2.5 +2.5 +2.5

+3 +3

Entonces, la ecuacion es de la forma

De la tabla obtenemos: m =% = % ) = max +b.
Entonces, la funcién buscada, ahora tiene este aspecto: f(x) = % x+b
Para determinar el valor de b, sustituimos Finalmente la ecuacion es:
en esta tltima ecuacion, cualesquier par S

=—x—1665.8
de valores conocidos: sea x = 2005,y = §, f) * .
entonces: f(2005) =5 = % (2005) +b En el afio 2020, el costo de la barra de dulce sera:
I f(2020) = - (2020) - 1665.8 = 17.5
5=16708+b Con la tasa de inflacién actual, una barra de dulce
5-16708=b—> b=-166538. costaré $17.50 en 2020.

e —————— . —_ -y

| ® Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
Actividad 5 ' Evidencia: Trabajo colaborativo |
I

e Competencia o atributo a evaluar: 81 |

il

Suponga que cuando la colegiatura en un colegio era de $ 3000.00 el niimero de alumnos era de |
3400. M4s atn, cuando la colegiatura se habia elevado a $4000.00, el alumnado era de 3000; y, con !
una colegiatura de $5000.00 el alumnado es de 2600. Dada esta tendencia, ;qué alumnado podria
esperarse en el colegio si el costo de la colegiatura es de $6000? ;$7000.00?
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Modelacion de datos por medio de una funcion lineal

En esta unidad aprendimos a encontrar la ecuacién de una recta dadas ciertas condiciones; asi, por
ejemplo, ya sabemos como encontrar la ecuacién de una recta que pasa por dos puntos.

Cuando se recogen datos experimentales, tanto para verificar una ley como para investigar a dos
variables que se supone tienen alguna relacién, deben reunirse muchos datos. En estadistica se estudia
una técnica que proporciona la recta de mejor "ajuste". Sin embargo, podemos utilizar los conceptos de
esta unidad para ilustrar esta idea en el nivel mds sencillo.

Por ejemplo, consideremos la siguiente informacion que aparecié en un peri6dico local:

Ingreso por remesas familiares de julio a septiembre de cada afio (milones de délares)

2006 | 2007 | 2008] 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013 2014 2015 2016 2017
ENEENEON 129.2 | 134.3 | 117.1 [ 113.1 | 117.0 | 133.8 | 121.0 | 1267 | 123.3 | 134.4 | 165.8 | 169.9

¢Podemos predecir la cantidad de remesas para el afio 2020?

. ENTIENDE EL PROBLE- 1804 -

T
MA 165 /,_,-/ L‘
/
Pregunta: ;Los datos correspon- 150 —
d fancion lineal? C g — —
en a una funcion lineal? Com- ¢ 135 = . A
prueba que las diferencias entre g o ®
% U . —.’l’
los valores de salida no son cons- 8 B O el
tantes. Por lo tanto, la funcién no & =T
: : : 2 90 ~
es lineal. Ahora bien ;puede ajus- .
tarse una funcién lineal a los da- B
tos? 60
« DESARROLLA Y LLEVA A 45
CABO UN PLAN 30
En primer lugar, localizamos los 15
datos en un plano coordenado ! >
. o 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
cartesiano para determinar si una Afios
ecuacion lineal proporciona un 5t
buen ajuste. Una manera de abor- - o
dar ésto es hacer que x = 0 repre- %6 L
sente 2006, x = 1 represente 2007, L]
etc, hasta que x = 13 represente _g . ° © i/r o &
2017. Entonces graficamos los "E 120 ./‘/‘_,,
puntos (1, 129.2), (2, 1343), vy o 105 ——
asf hasta (13, 169.9). Podemos ver % - +
en la figura de la derecha que los 3 ~
puntos caen en una "banda" que
muestra una tendencia aproxima- 50
damente lineal. Por consiguien- a5
te, podemos utilizar una funcién 30
lineal para modelar la situacién, 15
procediendo de la siguiente mane- =
ra: 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13"

Arios
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1. Larecta se coloca de forma que un par de puntos estén en la recta 0 muy cerca de ella; el resto
de los puntos deben quedar de tal manera que algunos estén por encima y otros por debajo de
la recta.

2. Calcular la pendiente de la recta y después utilizar la forma f(x) = mx + b para encontrar la ecua-
ciéon de la funcién.
Podemos utilizar los puntos (4, 113.1) y (5, 117.0), pues la recta pasa muy cerca de ellos.

_HZ0-=H31 31
Entonces: m——5_4 =7 =3.1

Segtin lo convenido, el afio 2020 corresponde

Utilizando el punto (4, 113.1) y el valor de m, | 2 * = 16. Entonces, sustituyendo este valor en la
eny -y, =m(x—x,): 3! -113.1=3.1(x-4) " | ecuacién obtenida: f(12) =3.1(16) + 100.7

y—113.1 =3.1x - 12.4 =150.3
y=3.1x+ 100.7 Para los meses de julio a septiembre del afio
o bien: f(x) = 3.1x + 100.7 2020, se esperan aproximadamente 150.3 millo-

nes de délares en remesas.

Resuelve. Resuelve el problema anterior utilizando los afios originales, es decir, no conviertas 2006
ax =0, etc. Compara los modelos obtenidos sefialando ventajas y desventajas de cada uno de ellos.

.
Situaciones lineales contra no lineales
(variacion lineal vs variacion inversa)

Una fdbrica de jugos de naranja tiene muchas tinas del mismo tamario, que se llenan con jugo de naranja,
y muchas mangueras del mismo tamario, a través de las cuales el jugo de naranja fluye a la misma razén
en las tinas. Si le toma S minutos a 6 mangueras llenar una tina, y le toma 3 minutos a 10 mangueras
llenar una tina, ;cudnto le tomari a 8 mangueras, llenar una tina?

o . ) Nitmero de | Tiempo de
Razonar de la siguiente manera es muy comun, pero incorrecto: 8
. - : 5 mangueras llenado £
estd a medio camino entre 6 y 10. Asi, puesto que 6 mangueras llenan (M) e
la tina en § minutos y 10 mangueras lo hacen en 3 minutos, el tiempo p : S '

en que 8 mangueras llenan la tina, deberfa estar a medio camino entre
S minutos y 3 minutos. Podriamos concluir, incorrectamente, que de- 8 é
beria tomar 4 minutos para 8 mangueras para llenar una tina. 10 3

Este razonamiento es incorrecto porque trata la situacién como una funcién lineal entre el néimero
de mangueras usadas y sus tiempos de llenado. Si consideramos que f es la funcién que asigna a un
nimero de mangueras, M, el mimero de minutos # que toma llenar la tina usando muchas mangueras,
entonces esta funcién no tiene una razén de cambio constante. Para comprobar esto, calculemos al-
gunos pares (M, t) aplicando razonamiento légico. Es decir, si a 6 mangueras les toma $ minutos para
llenar una tina, entonces el doble de las mangueras 12, deberia tomar la mitad de tiempo, 0 2.5 minutos,
para llenarla. Similarmente, puesto que 6 mangueras toman S minutos para llenar la tina, la mitad de las
mangueras, 3, deberia tomarles el doble de tiempo, o 10 minutos, para llenarla. Debe observarse quela
razén de cambio promedio de la funcién fentre M = 3 y M = 6 no es la misma que la razén de cambio
promedio de Mentre M=6yM=10,nilade M=6y M= 12.

? ?
i P L
3747 2
-1.66 # -0.5 # —0.25
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Por lo tanto, f no es una funcién lineal. Entonces, no po-
demos usar el razonamiento aparentemente plausible que nos
llevé a considerar que a 8 mangueras les toma 4 minutos lle-
nar la tina. En vez de eso, podemos razonar de la siguiente ma-
nera: puesto que 6 mangueras toman 5 minutos para llenar la
tina, 1 manguera le tomara 6 veces de tiempo, o 30 minutos, y
8 mangueras les tomard 1/8 delo que le toma a una manguera
llenarlo. Entonces, 8 mangueras les tomara 3.75 minutos para
llenar la tina. Busquemos un modelo para esta situacion.

M i £ En la pégina S1 de este libro, se apunté que este caso
3% 10 =30 especial de comportamiento de las variables, se manifies-
5% § x 30 ta como un producto de ellas que permanece constante.

8x t =30—>A8manguerasles tomaré: Para este ejemplo de las mangueras, se cumple que M x
10x3 =30 ¢=30/8=37Sminutos t=230;0bien M =30/t Se dice entonces que el niimero

12%x2.5=30 de mangueras, M, es inversamente proporcional a t.

Recapitulemos: En la pagina 59 de este libro, se estableci6 que la variable y es directamente propor-
cion al a la variable x si y = kx. Esto es equivalente a decir que una variacién directa es una funcién en la
que la razén de dos variables es siempre la misma.

Siy/x =k, o bien y = kx, donde k es la constante de proporcionalidad, entonces se dice que y varia
idrectamente como x, 0 y es directamente proporcional a x.

En contraste, una variacién inversa es una funcion en la cual el producto de las dos variables es siem-
pre igual.

Sixy =k, o bien y = k/x, donde k es la constante de variacion, entonces se dice que y es inversamente
proprocional a x. Un enunciado equivalente: y varia inversamente con x, si y = k/x.

Ejemplo S K
Encontrarelpro- | * | J 1
ductoxyparacada | 12| 1 |=>12x1=12 \
parde ntimerosen | 6 | 2 |—>6Xx2=12 8
la tabla siguiente: 4 | 3 |=>4x3=12 6 =12

24 [1/2|—>24x(1/2)=12 g N

Solucién >
Se observa que, xy = 12 en todos los casos. AP0 B & 4 2 00 54 6 8 10 18 >
Utilizando esta expresion podemos calcular mas — = ¥
pares ordenados que nos permita trazar una gra- N,
fica. - ]
Resuelve: utiliza la ecuacién xy = 12 para en- \'b
contrar mds pares ordenado que incluyan valores \'U
negativos de x, y comprueba que la grifica es la =
mostrada. \

Ante el enunciado de un problema, ;cémo distinguir una variacién directa de una inversa? Lo prime-
ro que debemos tener en cuenta es que, en una variacién directa, al aumentar una variable, la otra tam-
bién aumenta, o a la inversa, si una disminuye la otra también disminuye. En cambio en una variacién
inversamente proprocional, una primer condicién es que, si una variable aumenta la otra disminuye y
vicevera. Para muchos problemas esta condicion es suficiente para decidir que la funcién es inversamen-
te propocional (por ejemplo los problemas que tienen que ver con trabajo y llenado de recipientes).
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Ejemplo
Un depésito de agua se llena en 3.75 horas empleando cinco llaves de agua de igual didgmetro. ;En cudnto
tiempo se llenarj, si se utilizaran tres llaves?
Solucién

¢Cémo iniciar?>—> Podemos escribir la informacién en una tabla y contestar la pregunta, ;estamos tra-
tando con una variacién directa o una inversa? Es decir, si el nimero de llaves disminuye, ;aumenta o
disminuye el tiempo en horas?

Niimero de llaves () — Tiempo (f) enhoras  Pyesto que al disminuir una variable, la otra au-

L S —> 375 menta, y atendiendo el contexto del problema,
Disminuye Aumenta ‘ .
asumiremos que estamos en presencia de una va-
3 = t riacién inversa.

¢Qué condicién cumplen las cantidades que varfan en forma inversa? Una variacién inversa es una
funci6n en la que el producto de cualesquiera pares entrada-salida, xy es siempre el mismo.

nt=k mt=k
Entonces, n, t,;=n,t,=k
Sustituyendo: 5(375) =3¢
t,=5(375)/3=625  Asique, siutilizamos 3 llaves el depésito se llenar4 en
6.25 horas.

Ejemplo
Carlos realiza un trabajo de pintura en § h y Ariana hace ese mismo trabajo en 10 h. ;Cudnto tiempo
tardaran para hacer el trabajo si lo realizan juntos?

Solucién

Si Carlos realiza el trabajo Si Ariana realiza el trabajo Si trabajan juntos, les tomar4
en S h, en una hora haria en 10 h, en una hora harfa x h terminarlo; asi que, en una
1/5 del total. 1/10 del total. hora harfa 1/x del total.

@ 1/105 1/;;@ |
| T | L jon—+ xh———

La suma de lo que hace cada quien por separado en 1 hora, debe ser igual a lo que hacen juntos en esa

hora. Entonces, % + % =1 — Resolviendo, (10 x) [% - Ti}] =(10x) (%)
2x+x=10
3x=10—>x=10/3
Otro procedimiento: Por lo tanto, tardardn 3 1/3 h si trabajan juntos.
’7 t s LIE el ] O LHILICTOY, (6 10O dl'Le Ipletaco
HECHO 2 110173 d el AT CIO Lo (el tFA D)0
Sea x =horas trabajadas Carlos 1/5 % x(1/5
juntas —> Ariana 1/10 x x (1/10)
 La suma de las partes Parte que carlos hizo + Parte que Ariana realiz6 = Trabajo conjunto
fraccionarias de una labor
 es un trabajo total. — x/S + x/10 = 1

Resolviendo: % + % =1, obtenemos x = 10/3. Mismo resultado.
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Actividad 6

1. Trabajando juntas, Patty y Rosy pueden pintar una casa en 14 h. si le toma a Rosy 30 h para reali-
zar sola el trabajo, ;cudnto tiempo le tomaré a Patty sola?

2. Un albaiil puede construir una pared de tejas en 6 dias. Un ayudante lo puede hacer solo en 8
dias. ;Cudnto tiempo tardardn trabajando juntos?

3. Julio puede construir una cerca de alambrado en el doble de tiempo que le tomaré a José hacerlo.
Trabajando juntos, pueden construir la cerca en 7 h. ;Cudnto tiempo del trabajo le tomara a cada
uno hacerlo?

4. Lamaquina A puede hacer un trabajo en 10 hr y la maquina B en 8 hr. Si B arranca 3 hr. Después
que A, ;en cudnto tiempo se termina el trabajo?

S. Luis puede reparar una radio en 8 h. Le tomard a Enrique tres veces mds tiempo que a Clara.
;Cudnto tiempo le tomara a clara si, trabajando juntos, los tres lo pueden hacer en 4 h?

PROBLEMARIO | © Aspecto a evaluar: Actividad de evaluacion intermedia :
i |« Evidencia: Reporte escrito de problemas resueltos sobre modelizacién matematica |
INTERMEDIO o Competencia o atributo a evaluar: 6.4,7.3,1y 3 |

b o o 1 — = - —— -

INSTRUCCIONES: Resuelve los siguientes problemas, para evaluar lo indicado. En cada respuesta
se debe incluir el razonamiento seguido para llegar a la solucién. '

Problema 1. Una cadena de tiendas se especializa en vender billeteras de distinta calidad. El ano pa-
sado vendieron 3400 billeteras a $250.00 cada una, 3000 billeteras a $300.00 cada una y 2600 billete-
ras a $350.00 cada una. Si la tendencia de ventas de este modo, ;cudntas billeteras marcadas en $373.00
debieron haber vendido? ;Cuéntas billeteras debieron haber vendido a $530.00 cada una?

Problema 2. La poblacién de un pequefio pueblo parece estar aumentando linealmente. En el afo
2000, la poblacién era de 15000. En 2010, la poblacién era de 20000. Encuentra la ecuacién lineal que
representa este cambio. Estima la poblacion en 2018 y 2020. Recomendaci6n: Hacer que x = 0 repre-
sente a 2000, x = 10 represente 2010, x = 20 represente a 2020, y, utilizando proporcionalidad debes
determinar qué valor de x corresponde a 2018.

n
Problema 3. El peso y la altura de una persona son dos 100 L*?
variables que tienen relacién. En la figura adjunta, se muestra 90 i
varios puntos con coordenadas (altura, peso). E: 80 o ®
a. Dibtijese una recta que sea el mejor ajuste alos datos. o 70 p: 3
b. Determinese la ecuacion de recta de mejor ajuste. §4 60
c. Utilizando la ecuacién encontrada, estime el peso de un 50 °
nino con altura 85 cm. 40 >
Problema 4. Un grupo de profesores estin pensando afi- 100 120 140 160 180
altura (cm)

liarse a una revista que presenta resultados de investigaciones
de interés; tienen dos opciones que podemos denominar Ay B. La revista A tiene una cuota de inscrip-
cién de una sola vez de $1000.00 y una cuota de $50.00 por cada mes de membresia. La B tiene una
cuota de inscripcién de una sola vez de $2500.00 y una cuota de $25.00 por cada mes de membresa.
Algunos de los profesores piensan que es mejor tratar con la revista A porque la cuota de inscripcién de
una sola vez es bajo. Otros encuentran que ser miembro de la revista B es més atractivo debido a la tasa
mensual ms baja. Todavia otros afirman que una revista es mds barata durante un tiempo, pero después
de un cierto nimero de meses, la otra revista resulta més cara. Haz un andlisis detallado de la situacién,
y emite una recomendacién. Debes presentar expresiones algebraicas, tablas y graficas.
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INSTRUCCIONES: Resuelve los siguientes pro-
blemas como preparacién para evaluar lo in-
dicado. En cada respuesta se debe incluir el
razonamiento seguido para llegar a la solucién.

Problema 1. Los puntos dados se encuentra-
ron usando métodos empiricos. Determine si se
encuentran en la misma recta y = mx + b y, si es
asi, encuentre los valores de m y b.

A(-1.3,-1.3598), B(-0.55, ~1.11905),
| C(1.2,-0.5573), D(3.25,0.10075),
Problema 2. Encuentra la ecuacién de la

mediatriz del segmento AB cuyos extremos son
| A(3,-1),B(-2,6).

Problema 3. Utilizando dos métodos trazala
gréfica de las rectas cuya ecuacién es:

a) 2x =15 -3y b) 7x = -4y -8.
Problema 4. Encuentra la ecuacién de la rec-
ta mostrada en la figura.
a. YA
c(, 3) !
6 L. b
7 X X
P(T,-1)

Problema S. Determina la ecuacién de la
recta que pasa por el punto (4, 2) y es perpen-
dicular a la recta 2x - 3y = 6. Grafique ambas
rectas en el mismo plano coordenado.

Problema 6. Encuéntrese el punto de inter-
seccién de la recta x — 3y — 1 = 0 y la recta que
pasa por los puntos (1,7) y (6, -3).

Problema 7. Encuéntrese la distancia entre
las rectas paralelas con ecuaciones x — y + 10 = 0
yx+y—-15=0.

Problema 8. Encuéntrese la ecuacién de
la mediana AD de AABC con vértices A(4, 4),
B(6,2) y C(-2,-4).

Problema 9. Encuéntrese el drea del tridngulo
ABC con vértices A(-1,5), B(=7,-3) y C(5, 1).

Problema 10. Las coordenadas de los vérti-
ces de un tridngulo son (0, 0), (18, 0) y (6, 12).
Encuéntrense las coordenadas del centroide (el
punto de interseccién de las medianas).

— e

[S

¢ Aspecto a evaluar: Producto integrador de unidad
e Evidencia: Examen (problemario)
» Competencia o atributo a evaluar: 2 y 5.

Problema 11. Las ecuaciones de dos lados
adyacentes de un paralelogramo son x + 2y — 4
=0y 3x+y+3=0.Un vértice tiene coordena-
das (8, -7). Encuéntrense:

a. Los éngulos del paralelogramo.
b. Las ecuaciones de los otros dos lados.

Problema 12. Las coordendas de AABC son
A(0,0),B(6,0)y C(4,6). AD es una altura des-
de BC. Encuéntrense las coordenadas de D.

Problema 13. Encuentra la ecuacién de la
recta que pasa por el punto de interseccién de
lasrectasx —3y+2=0ySx+8y—4=0y que
esparalelaa4x +y+7=0.

Problema 14. Las ecuaciones de los lados de
un tridngulo son Sx ~ 6y + 16 =0, x + 7y + 36 =
0y 6x +y— 30 = 0. Encuentra las coordenadas
de sus vértices y las ecuaciones de las mediatri-
ces de cada uno de sus lados y la medida de sus
angulos interiores.

Problema 1S. Encuentra la ecuacién de la
recta que pasa por el punto (-1, -3) y es parale-
la ala recta de ecuacién 4x — 8y — 5 = 0.

Problema 16. Encuentra la ecuacién de la
recta que pasa por el punto (-1, -3) Y es per-
pendicularalarecta de ecuacién 4x — 8y — 5 =0.

Problema 17. Las ecuaciones de dos rectas
son 3x + 4y = 12 y Ax + By = 10. Encuentra los
valores de A y B que satisfagan cada condicién:

a. Las dos rectas son paralelas.
b. Las dos rectas son perpendiculares.

Problema 18. Las gréficas de Sx + 2y = 12
y Sx + 2y = 2 son rectas paralelas. Encuentra la
ecuacién de la recta que es paralela a ambas rec-
tas y estd ubicada en la mitad del camino entre
ellas. Explica por qué tu respuesta es correcta.




L a circunferencia
unidad

Propésito de unidad
Aplicalos conceptos, ecuaciones y propiedades de la circunferencia, en la resolucién de
problemas teéricos o practicos, de una manera critica y reflexiva.

Indicadores de desempeiio

« Deduce la ecuacién ordinaria y general de la circunferencia con centro en el origen.

« Deduce la ecuacién ordinaria y general de la circunferencia con centro fuera del origen.

« Determina la ecuacién ordinaria y general de la circunferencia a partir de algunos de sus elementos o condiciones dadas.
» Determina centro y radio de una circunferencia a partir de su ecuacién o de su gréfica.

« Obtiene la grifica una circunferencia a partir de su ecuacion. .

. Determina los puntos de interseccién de una recta con una circunferencia (o la imposibilidad de dicha interseccién).

« Determina la ecuacién de la recta tangente a una circunferencia.

« Determina la ecuacién de la circunferencia que pasa por tres puntos.

Competencias disciplinares a evaluar Atributos de competencias genéricas a evaluar
1. Construye e interpreta modelos matemdticos mediante 53 dentifica las regularidades que subyacen a los procesos
la aph::a(flon de prpct?dmuentos aritmeticos, algebralcos, naturales y sociales, indagando ademais los estados de
geOmELricos y vanacmonales_., para la comprensién y and- incertidumbre que generan dichos procesos. 2. Formu-
lisis de situaciones reales, hipotéticas o f'oFmales. . la y resuelve problemas matematicos aplicando dife-
2. Formula y resuelve problemas matemdticos aplicando rentes enfoques.
diferentes enfoques. ) : 5.6. Utiliza las tecnologfas de la informacién y comunica-
3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante cién para procesar e interpretar informacion.
procedimientos matematicos y los contrasta con mode- 73 Articula saberes de diversos campos y estableciendo

los establecidos o situaciones reales. _ relaciones entre ellos y su vida cotidiana.

5. Analiza las 1:e]ac10nes entre dos o mds varlable_s deun g Plantea problemas y ofrece alternativas de solucion al
proceso 50‘5_131 o natural para determinar o estimar su desarrollar proyectos en equipos de trabajo, y define un
comportamiento. curso de accidn con pasos especificos.
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Actividad preliminar

¢Por qué es importante estudiar esta unidad?

El siguiente problema muestra la utilizacion de la circunferencia.

Problema. Una alcantarilla tiene la forma de una semicir- |
cunferencia apoyada en el terreno. La altura mdxima de la al-
cantarilla es 1.5 m. Se desea colocar un puntal de refuerzo en
un punto ubicado a 1 m del centro de la alcantarilla. ; Cudnto

debe medir el puntal? : 1m.

La actividad 1 consiste en que analices la solucién planteada. Una vez que termines el estudio de la uni-
dad vuelve a analizar esta actividad.

AidEdY 0 CoesSseess R e T
{* Evidencia: Autoevaluacién
Solucién
La forma de la alcantarilla pertenece a una circunferencia. Si
trazamos los ejes coordenados por el centro de la alcantarilla

tendremos la gréfica que se muestra a la derecha: Y
Si llamamos A al punto ubicado sobre la circunferencia a un
metro del centro, y & ala altura del puntal, entonces la abscisa de A(1, h)
ese punto es 1 y su ordenada h.

r
Ademds, sabemos que la altura maxima de la alcantarilla es 1.5 m. ﬁ | A
Entonces, el radio de la circunferencia es # = 1.5 m. | "
Q

Por lo tanto, la ecuacién de la circunferencia es :
a2 +y2=(1.5)% =2.25 (1)

Puesto que el punto A (1, h) pertenece a la circunferencia, sus coordenadas satisfacen la ecuacién 1.

1 (1)>+h=225
r=
Punto (1, h) —-»y:h —P 22298 1=1.2¢

h=y125 =11 El puntal debe medir 111 cm

131
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En las unidades 2 y 3, empezaste a estudiar el método desarrollado por René Descartes (1596-1650)
llamado Geometria Analitica; en las proximas unidades aplicaras este método en el estudio de las cur-
vas denominadas cénicas. Este nombre proviene del hecho que dichas curvas se obtienen al cortar un
cono circular recto con un plano que no contiene al vértice del cono. Las conicas reciben los nombres
de circunferencia, pardbola, elipse e hipérbola y las estudiaremos en ese orden.

Definicién y elementos de la circunferencia

La siguiente actividad trata sobre conceptos estudiados en Matemdticas I1I. Primeramente intenta resol-
verla a partir de lo que recuerdes, y a continuacion, en caso de ser necesario, consulta tu libro de mate-
maticas 3 o cualquier otro material que trate sobre el tema.

' o Aspecto a evaluar: Participacion en clase
Actividad 2 - * Evidencia: Trabajo colaborativo !
' . » Competencia o atributo a evaluar: 8.1

1. ;Qué diferencia encuentras entre circunferencia y circulo?

2. Traza sobre la circunferencia mostrada sus elementos principales.

3. Traza una circunferencia con un radio de 4 unidades (considera la longitud del lado de cada cua-
drado de la cuadricula, una unidad). Calcula el perimetro de la circunferencia y area del circulo.

Recuerda que:

|
|
|
BEOEEERER El drea de cualquier circulo se determina con la
T T 1 [ ] férmula A = 7.
|
|
|
|

; Lalongitud de cualquier circunferencia se
| i ] | determina con la férmula C = 27r.
|
|




MATEMATICAS IV » FUNCIONES Y GEOMETRIA ANALITICA| EEER

_f}ctividad 3

Contesta las siguientes preguntas con base en la circunferencia mostrada.

a) Marca tres puntos A, By D sobre la circunferencia.

b) Traza los segmentos de recta CA, E‘ﬁy_CT)

{Qué nombre reciben estos segmentos?

c) Si se considera la longitud del lado de cada cuadro una
unidad ;qué puedes decir acerca de las longitudes de los
radios?

d) Completa: si P es cualquier punto que se mueve sobre _ _
la circunferencia de radio 2, entonces se cumple que | i
CP=

Observacién: Denotaremos con CP a la longitud de CP . Es decir, CP representa a la distancia no

dirigida de Ca P.

e) Utiliza los resultados de la actividad anterior para dar una definicién de circunferencia

A continuacién, ademas del centro y el radio, se establecen otros elementos de una circunferencia:

Elementos de una circunferencia:

Segmentos

Cuerda es un segmento que une dos puntos de la circunferencia.
Didmetro es una cuerda que pasa por el centro de la circunferencia.
Radio es el segmento que une el centro de la circunferencia con un
punto cualquiera de la misma. Su longitud se denota con la letra .

Recta Tangente es la recta que toca a la circunferencia en un

Rectas punto. Este punto se llama punto de tangencia.

on

Recta Secante es la recta que corta a la circunferencia en
dos puntos.

Recta Exterior es la recta que no es ni tangente ni secante a
la circunferencia.

v

>
-_

Exterior
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Estudia con atencioén la signiente informacion:

Recuerda que, uno de los principales problemas de la geometria analitica, es determinar la ecuacién
del lugar geométrico de un conjunto de puntos que cumplen con una cierta definicion. Esta definicién
debe involucrar a un punto genérico del lugar geométrico en cuestion. Dicho punto se representa
como P(x,y). Por tanto, para determinar la ecuacién que define ala circunferencia, estableceremos la
siguiente definicion.
. - — e e e s - - Y
Una circunferencia es el lugar geométrico de los puntos P(x,y) deun |
plano, que se encuentran siempre a la misma distancia de un punto fijo | #
del mismo plano. '

P (xJJ’ )

C

El punto fijo se llama centro y la distancia de cualquier punto de la |

circunferencia al centro, es la longitud del radio. f \_/ "')‘(

Completa: Sin importar en qué lugar sobre la circunferencia se encuentre el punto P, se cumple que: |
CP=

Actividad 4

Esta actividad te ayudara a comprender cdmo se le asocia a una circunferencia su ecuacién. Para
resolverla, deberan formar equipos.

1. Cada equipo deberd dibujar dos versiones de una circunferencia de radio 4: una con centro en el
origen y otra con centro en cualquier punto fuera del origen.

2. Sobre cada circunferencia dibujada, denota al centro con la letra Cy localiza un punto cual-
quiera sobre ellas y llamalo P(x,y). ;Qué propiedad geométrica cumple P?
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Tu respuesta debe ser parecida alo siguiente: Para cada circunferencia, sin importar en qué lugar de
ella se encuentre el punto P, se cumple que: CP = 4. Vuelve a trazar tus circunferencias en las siguientes
cuadriculas. Traza convenientemente los ejes coordenados.

Traza aqui tu circunferencia con centro en Traza aqui tu circunferencia con centro fuera
el origen del origen

3. Ahora, utiliza la férmula de la distancia entre dos puntos, para hallar una expresién que permita

determinar lalongitud CP. Enseguida, sustituye esta expresién en la igualdad CP = 4. Trata de sim-
plificar las expresiones obtenidas.

CP=4 CP

Il
-

Las expresiones que obtuviste, son las ecuaciones de cada una de las circunferencias: una con centro
en el origen y la otra con centro fuera del origen.

4. ;Qué diferencias y similitudes encuentras entre las dos ecuaciones obtenidas?
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& .4 Ecuacién de la circunferencia con centro en el origen

En la actividad anterior, la circunferencia con centro en el origen de radio 4, debe tener un aspecto
parecido a lo mostrado en la figura de la derecha:

i ; ; Y
Por definicién de circunferencia, se cample que: A

CP=4
Utilizando las coordenadas de P, podemos formar el /]
siguiente tridangulo recténgulo:

P(s,) r !
B / \ C ./ X
¥ \ /

c G /

x N /

(v

™~
~N

7

;"g

Aplicando el teorema de Pitdgoras:

42 =52+ 92

Elevando el 4 al cuadrado y reordenando obtenemos:
22 +y2=16

Debes convencerte de que esta ecuacidn es vélida para cada uno de los puntos de la circunferencia.
:Coémo se comprueba esto?

En esta ecuacion, ;qué representan x e y?

Tu respuesta debe ser parecida a lo siguiente: x e y, representan las coordenadas de cualquier punto que esté
sobre la circunferencia. En otras palabras, todo punto dela circunferencia, debe satisfacer la ecuacion x* + y*= 16.

e Aspecto a evaiuar Partlt:Ipal:lon en t:las.‘eI
Actividad 5 i e Evidencia: Trabajo colaborativo |
e Competencia o atnbuto a evafuar 81

b e - "
1

1. Comprueba que los puntos (0, 4), (4, 0) y (-4,0) cumplen con la ecuacién obtenida. :

Punto (0,4) —p x=0 Punto (4,0) Punto (-4,0)
y=4
(0)2+(4)2=16
0+16=16
16=16
2. Resuelve:
Si el punto P(2, b) esté sobre la circunferencia cuya ecuacién es x2 + y2= 16. ;Cuanto vale b?
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Ahora, si en vez de considerar longitudes particulares,
la longitud del radio la representamos con 7, obtendre-
mos la ecuacién de la circunferencia que tiene su centro
en el origen.

Aplicando el teorema de Pitdgoras en el tridngulo CPA:

2 =x2+y?

O bien: X +y2 =12

Hemos obtenido la ecuacién de la circunferencia con
centro en el origen, la cual se conoce como ecuacién
candnica o estandar.

Ejemplos

A

Y

<

-

R

1. Determinar la ecuacién de la circunferencia con centro en el origen, y radio 5. Trazar su gréfica.

Solucién Lo primero que debemos hacer es construir una grafica a

partir de los datos.

centro en el origen.

La ecuacion es de la forma: x + y2 = r2
Datos: r=35
Ecuacion buscada: x* + y> = 52
O bien: &2 + y2 =25

Actividad 6

ejemplo 1.

La grdfica corresponde a una circunferencia con

Up)l A
5 N
('5)0 I_
5 -
\ 5 /
N /
] L~
(ms' 5 )l

_________________________ -
I

e Aspecto a evaluar: Participacion en clase !
e Evidencia: Trabajo colaborativo

o Competencia o atributo a evaluar: 8.1
__________________________ i

En la ecuacién obtenida, despeja la variable y, y grafica la circunferencia mediante el método de tabu- |
; . & i
lacién. Utiliza al menos diez puntos. Tu circunferencia debe ser igual a la trazada con el método del !

I
I
I

2. Determinar la ecuacién de la circunferencia con centro en el origen, y radio /3. Trazar su grafica.

Solucién
tir de los datos.

La ecuacién es de la forma: x2 + y2= 12
Datos: r= 3

Ecuacién buscada: 42 + y2= (/3 )2
O bien: x2 + y2=3

Lo primero que debemos hacer es construir la gréfica a par-

(-1.7,0)

7)

¥
joi
—

)

~
——

N
\(1.7,0)

r=1/3

2717

[/1.
\u

x|

=

T x

N

N

ey}
1
rd

Ly

Y

R

e
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3. Determinar la ecuacién de la circunferencia con centro en el origen, y didmetro igual a 4. Trazar su
grafica.

Solucién | Lo primero que debemos hacer es construir la grafica a (0,
partir de los datos.

La ecuacién es de la forma: x? + y? = r? /|

Datos: didmetro =4

Dato necesario: valor de r. (2,0

Puesto que el didmetro es igual a 4, por definicién de N

radio, r=2.

(2,0)

50
[
Nl VF

(0,12)

Ecuacién buscada: x*+y*=2?
x2+y2=4

| © Aspectoa evaluar: Participacion en clase i
Actividad 7 I » Evidencia: Trabajo colaborativo
 ® Competencia o atributo a evaluar: 8.1

En la ecuacién obtenida, despeja la variable y, y grafica la circunferencia mediante el método de tabu-,
lacién. Utiliza al menos diez puntos. Tu circunferencia debe ser igual a la trazada con el método del
ejemplo 3.

Dada la ecuacién de una circunferencia con centro en el origen, obtener radio y
grafica

Hemos estudiado que toda circunferencia con radio r y centro en el origen, tiene por ecuaciéon
x2 + 2= r2. Por tanto, toda ecuacion que sea de esa forma o que sea equivalente a ella, puede graficarse
como una circunferencia con centro en el origen.

En este momento, conviene tomar en cuenta dos preguntas:

:Qué pasasir=0? Y

C
()

X

En este caso, la ecuacién x? + y? = r? se transforma en x? + y? = 0 y representa un punto: el origen.
:Qué pasa si en la ecuacién x2 + y2=k, k es un niimero negativo (k<0)?

Y

C
()

En este caso, ningtin P(x, y) satisface a la ecuacién x2 + y2= k, en el plano coordenado que estamos
estudiando.

X
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Ejemplos
1. Graficar la ecuacién x? + y2 = 20.

Solucién

Ecuacion dada: x2+y2=
La ecuacién es de la forma: x2 + y2

Comparando término a término: 2 = 20

Entonces: r=+ /20 2 (&,4.4
7 N
Pero, r siempre es un valor positivo. Por lo que 714 (I B
I \ I(414,0
r=+/20 =/4x5 = 2/5 =447 L ++’)
" (A4 R TR =X
Por lo tanto, la ecuacién x2 + y2 = 20, representa a NPT 4.4
una circunfercencia con: N X
radio: r = 4.47 =
(044.4)

Centro: C(0,0)

2. Graficar la ecuacion 4x2 + 492 = 9.

Solucién

Debemos transformar la ecuacién dada 442 + 4y2 = 9, en la forma &2 + y2 = 12; para ello,
debemos dividir cada uno de sus términos entre 4:

42 +492 9
4 T4
a24yre 2
S
Comparando término a término:
x2+y2=r?
2 9
X "|‘y2:_.4_ —_— ?_2372_
212 _3
r=/7 =5

Por lo tanto, la ecuacién 42 + 4y% = 9 representa a
una circunferencia con:

radio: r = %— /lﬁhw

Centro: C(0,0)

1.5,0)

AT
5 ¥

[
\E!

o~

Go)
v
o

Sk




ER0M | LA CIRCUNFERENCIA « UNIDAD IV

4 ! e Aspecto a evaluar: Subproducto

I I
® 2 EJERCICIOS fis Evidencia: Reporte escrito de resolucidn de ejercicios y problemas .l
[}

1. Escribe la ecuacién de la circunferencia que tiene centro en el origen y:

a) Radio iguala S
b) Radio iguala 10

c) Radio igual a \/5

d) Radio igual a %

f) Pasapor (1,7)

e) Didmetro igual a 10

2. Grafica las circunferencias correspondientes a cada ecuacién y calcula su drea y perimetro:

a) 22 +32=100
b) x2+y2=9

16
2 42— A
c) x+y 5

d) 9x2 +9y2 =36
e) Sx?+ Sy2 =
£) 2542 + 2592 = 15

43 Ecuacion de la circunferencia con centro fuera del origen

g) Su didmetro es un segmento con extremos (2, 0) y (-2, 0)

Consideremos ahora una circunferencia en un sistema de coordenadas cartesianas con centro en el

punto C (h, k) yradio r.Sea P(x,y) un punto cualquiera sobre la circunferencia.

La distancia del punto P(x,y) al
centro de la circunferencia se puede
expresar como:

CPz\/(x—h)2+(y—k)2

y como la distancia de cualquier punto

de la circunferencia al centro no es més
que el radio tenemos

J =2 +-k2 =
de donde
(x=h)2+ (y-k)2 =r2

Esta expresion representa a todos los puntos

P(xy)

P(x,y) que se encuentran a una distancia r del 0
punto C( h, k ). Porlo tanto es la ecuacién de una
circunferencia con centro en ( 1, k) yradio r.

SiC(h,k),esel centro de una circunferencia de radio r, entonces su ecuacién es :

(x-h)2+(y-k)?* =r2

| Esta ecuacion se conoce como forma ordinaria de la ecuacién de la circunferencia.

My
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Actividad 8

Contesta correctamente:

a) ;Qué representan hyk?

b) ;Qué representan x e y?

c) ;Qué representa r?

Determinacién de la ecuacién de la circunferencia a partir de algunos de sus ele-
mentos o condiciones dadas.

Ejemplos

1. Determina la ecuacién de la circunferencia con centro en ( 3, -1) yradio 2.

Solucidn Lo primero que debemos hacer es construir una grifica a
partir de los datos. AY
La ecuacion es de la forma: _ r
(x=h)2+(y-k)? =r2.
¢Por qué?

Datos: C(3,-1) yr=2

Datos necesarios: h, k y r.

Puesto que el centro de la circunferencia es
(3, -1),los valores de h y k son:

h=3
k=1 -4

C( r‘l }

n
I
&5
O
AT | sl
(98]
Y
e
Loy
¥

El valor de r es conocido: r=2

Sustituyendo estos valores en la forma ordinaria (x —h)2+(y - k)2 =12 obtenemos:
(x=3)2+(y- (-1))*= (2)
(x— 3)2 +(y+ 1)2 =4 | Ecuacién ordinaria
Elevando los binomios al cuadrado, simplificando y reordenando obtenemos una ecua-
cion equivalente llamada ecuacién general:
x2-6x+9+y2+2y+1=4
x2-6x+9+y2+2y+1=4
X +y2—6x+2y +10-4=0

| a2 +y2-6x+2y +6=0 | Ecuacién general
= — ~—— i)
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Actividad 9

Sustituye las coordenadas de los siguientes puntos, tanto en la ecuacién ordinaria como en la gene-

ral de la circunferencia anterior, para comprobar que:
a) Los puntos ( 5,-1),(1,-1) y (3, 1) estdn sobre la circunferencia.
b) Los puntos (3,2),(2,-4) y(-2,-2) no estén sobre la circunferencia.

Ejemplos (continuacion)
2. Elpunto (3, 4) se encuentra en una circunferencia cuyo centro estd en (-1,2).Determinar la ecua-

cién de la circunferencia.

Solucion

Lo primero que debemos hacer es cons- y
truir una grafica a partir de los datos. 1
7
La ecuacién es de la forma: e —
6
(x=h)2+(y-k)2 =12, // oL ™
P
Datos: C(-1,2) y el punto P(3, 4) / 4 A (3, 4)
de la circunferencia. { 7 \
Datos necesarios: h, kyr. \ cl-1 2).% }
h= Xcentro— *C= -1 \ > 11 /
) !
k=ycenlm=yc= 2 AN = ! 2/? i
r=2 N A2
Pero, CP = r por lo que podemos aplicar la s 80
férmula de la distancia entre dos puntos: P(3,4) 3
] xp': '
r=CP = \/(xp—xc)3+(yp—yc)2 =4

=/ B-(1D)p+(-2) Ye=2
=/ 16+4 = /20
Sustituyendo los valores de &, k'y r en la forma ordinaria (x - h)2+(y - k)? =12, obtenemos:
(x=(-1))2+(-2)2=(/20 )*
(x+1)2+(y-2)2= 20 Ecuacién ordinaria

Elevando los binomios al cuadrado, simplificando y reordenando obtenemos la ecuacion
general:

®+2x+1+y2-4y+4=20

x+yr+2x-4y+5-20=0

+y2+2x—-4y-15=0 Ecuacién general
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3. LospuntosA(-1,3) y B(5,1)sonlos extremos de un didmetro de una circunferencia, escribe
la ecuacién de la misma.

Solucién | Lo primero que debemos hacer es construir una grafi-
ca a partir de los datos. Y A
La ecuacion es de la forma: 7
(x=h)2+(y-k)? =12, 6
Datos: los puntos A(-1, 3) y B(S, 1) son Z/ AN
puntos extremos de un didmetro de la circunfe- A(-1,B) -
. ~._|C
rencia. \ . \.\-Jf_
Datos necesarios: h, kyr.
No conocemos ninguno de estos valores, pero, el \1 B(s, 1)
punto medio del segmento AB es el centro de la N 2| 3] 475] 6/x
circunferencia. Luego si calculamos el punto medio T
de este didmetro AB obtenemos las coordena- “
das del centro C de la circunferencia: A(-1,3)>x,=-1
o = Xatxg _ 1+S -—i+2 =3
" 2 32 - B(51)»>x5=35
_ Yatys 3+l __4_¢2 yp=1
o 2 0z 2
Por lo tanto, las coordenadas del centro de la circunferencia son C(2, 2).
Para obtener el radio calculamos la distancia de C a cualquiera de los puntos A o B.
Si utilizamos el punto A, entonces:
r=CA = \/(-1~2)2+(3—2)2 A(-1,3)
 C(22)
=/ (-3)2+(1)2
=/ 9+1
=./10
Entonces, la ecuacién de la circunferencia es: (x—2)2+ (y—2)2=( V10 )2
Obien: (x—2)2+ (y-2)2=10 Ecuacién ordinaria
______________ T . _gs;e‘c;o“aqe*vc_rf;a}:_ Pa Fﬁ::i;a_ci_é;m en Elgs;:
Actividad 10 i ® Evidencia: Trabajo colaborativo |

[ e Competencia o atributo a evaluar: 81 |

a) Encuentra la ecuacién general correspondiente.
b) Comprueba que las coordenadas de los puntos extremos del didmetro satisfacen tanto la ecuacién |

ordinaria como la general
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Antes de estudiar los ejemplos 4 y 5, debes recordar lo siguiente:

a) La tangente a una circunferencia es una recta en el plano de la
circunferencia que intersecta a ésta exactamente en un punto. El
punto en el que la tangente toca a la circunferencia se llama pun-
to de tangencia.

b) La tangente a una circunferencia es perpendicular al radio
trazado del centro hasta el punto de tangencia.

¢) Para calcular la distancia de un punto P(x,, y,) a una recta Ax + By + C=0,
es necesario encontrar la longitud de un segmento perpendicular que se trace
del punto hacia la recta. Ya sabemos que la férmula para calcular la distancia
entre un punto y una recta es:

Ay
Axy+ Byy+ C
\/ A%+ B?
P(xo:?o)

| ® Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
Actividad 11 | e Evidencia: Trabajo colaborativo .
i o Competencia o atributo a evaluar: 8.1

Contesta correctamente:
En la ecuacién anterior:

a) ;Qué representa d?
b) ;Qué representan A, By C?
c) ¢Qué representan x,y y,?

d) Enla cuadricula de abajo, localiza un punto, traza una recta y encuentra su ecuacion.

e) Aplicando la fSrmula anterior, calcula la distancia
del punto a la recta.

\

_.;mmamm-q'j

R =
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Ejemplos (continuacién)

4. Una circunferencia tiene su centro en (0,4 ) y es tangente al eje X. Determina su ecuacién. Com-
pletalo que se indica:

Solucion

Comprueba que la grafica que corresponde a es- of ¥
tos datos, es la mostrada. PEEIRRN
/ 7 N
/ A
La ecuacién es de la forma: / 6 \
( 5. \
x 41604 | |
Datos: C(_, ) v la circunferencia es \ 3 /
aleje X.
J L 2 X
Datos necesarios: h, kyr. N LT A
o =90 -6 -5 -4 -3 -2 -l 1| 2| 3| 4] 5
centro
_1 i
k=Yeontio= 4

r =4, porque la circunferencia es tangente al eje X en el origen, y, por lo tanto, la longitud del
radio es la distancia del centro de la circunferencia al eje X.

Sustituyendo los valores de h, ky r en la forma ordinaria (x - h)2+(y - k)? =2, obtene-
mos:

Simplificando:
x2+ (y—4)%= 16 Ecuacién ordinaria

Eleva los binomios al cuadrado, simplifica y reordena para obtener la ecuacién general:

S. Encontrar la ecuacién de una circunferencia con centro en ( 3,5 ) y es tangente a la recta con ecua-
cién Sx - 3y + 15 = 0. Completa:

Solucidn

Comprueba que la gréfica que corres- A LA
9 /
ponde a estos datos, es la mostrada. /
S //""_ -
La ecuacién es de la forma: 7 /V \\
? )
@
Datos: C(__, ) ylacircunferencia bl ?’ \ C(3,5) }
es tangente a la recta ~ / 4 \\ //
Datos necesarios: h, kyr. T3
S|/
h = xcentru S — 1
k=Y entee™ 55 44 2 4 01 2 3 4 >Ix
r=21 &
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El segmento perpendicular que va del centro al punto de tangencia es el radio y su longitud se puede
obtener con la férmula de la distancia de un punto a una recta.

Axy+ By, +C

\/ A%+ B2

5(3) + (:3)(5) +15 |

T Jear |

15-1S +15

\/25+9

15 1S

d=

Ya conocemos los datos necesarios:

h = xcentm ~ 3

k: y centro = 5

Sustituyendo los valores de h, k y r en la forma ordinaria (x — h)2+(y - k)2 =12, obtenemos:
) 2

Ecuacién ordinaria

15
(x-3)2+(y-5)2= ( \/;

) Ji 225
(x=3)2+(y-5)2= =

Multiplicando ambos lados de la ecuacién por 34:
225
34(a2 - 6x+9 +y2— 10y +25) = 34 "34_’)

34x2 — 204x +306 + 342 — 340y + 850 = 225

Simplificando, reordenando e igualando a cero:

34x? +34y - 204x — 340y +931 =0 | Ecuacién general
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6. Trazar la gréfica de la ecuacién (x—2)2+ (y +4)2=9

Solucidn

La ecuacin es de la forma: (x — h)? + (y — k)2= 2- Por lo tanto su grafica debe ser una circunferencia
con centro fuera del origen.

Comparando término a término:

Y
3A
(x|=h[)2+(y| -k|)2=]| 2 5
(x[-2) 2+ (y |+4[)2=] 9 ! o 5
4 3 2 +14] 1| 2| 3| 4| 5| 6
-h=-2  -k=+4 =9 2T T TN
=7 k=- r=3 //3 \
| ; . 4 | J [
Por lo tanto, concluimos que la grafica correspondiente a \
la ecuacion (x—2)2+ (y +4)2 =9, es una circunferencia iz /}
con centro C(2, - 4) yradio r=3 =
-7 \_____ ____,/
A Q cicormimne OGRS I0aNS '
“.2 EJERCICIOS

t * Evidencia: Reporte escrito de resolucion de ejercicios y problemas i
I

1. Escribe la ecuacién de la circunferencia que tiene centro Cy radio . ;
a)C(1,3), r=3 £)C(3.1,0), r=52

b) C(4,-2), r=8 g)C(3,2),r=3/3

c) €(0,0), ?'2\/5_ h) C(4.2,5.1), r=2.1 \/5—

d)C(0,3), r=2./3 ) C(,-2.3), r= J3
3

24

j) C(3,21), r=3.2x10-2

2. Determina la ecuacién de la circunferencia de centro C'y que pasa por el punto A..

AL BT C(3/2 , 43 ) A2z ,3/3 )
DC(2,0), Al g) C(3.1,4.1), A(3,2.1)

¢) C(2,3), A(6,0) h) C(26,\/5 ), A(49,5)

d)C(2./3 /s ) ,A(0,0) .8 A i T )

e) C(-4, -1), A(1,2) i) C(-4,5), A(4,5)
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3. SiAB es el didmetro de una circunferencia, halla la ecuacién de la misma en los siguientes casos:

2) A(2,3), B(4,5) da® Ly me——)

: 2 2
b) A('lr S )J B( 1: "3) 1 1
h)A(O: e ): B('_ ) 2)
c) A( -5,2 ): ‘B(SJ ‘2) 3 2

d)A(4,3), B(-3,-1) )A(/2 ,3) , B(3J/2 )

e) A(4,3), B(3,4) j) A(10.4,3.6), B(14.1,20.4)

Ha( S ,2), B- —,3)
2 2

4. Escribe la ecuacién de la circunferencia con centro en el punto C (-1 ; - 1 ) y que es tangente a cada
una de las rectas cuyas ecuaciones se indican a continuacién:

a) y=x+1 c) x-2y-2=0
b)4x+3y-5=0 d)2x-y-7=0

5. Encuentra el centro, el radio y traza la grafica de las siguientes circunferencias cuyas ecuaciones son:

a) (x-2)2+(y+1)2=9
b) (x+2)2+(y+1)2=9
c) (x=2)2+(y-1)2=9
d) (x-5)2+(y+2)2=1
e) (x+2)2+(y-3)2=121

6. Encuentra la ecuacién que corresponde a cada una de las siguientes gréficas:

a, b.
Y

Al - /,-— —

L~
N
(K ]
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44 Ecuacion general de la circunferencia

La siguiente actividad te ayudard a comprender cudles son las caracteristicas de la llamada ecuacién
general de la circunferencia.
S s Aspecto a evaluar: Participacion en clase
Actividad 12 i e Evidencia: Trabajo colaborativo
: e Competencia o atributo a evaluar: 8.1

=z - - . . . - . £ - i
Enla seccién previa, resolvimos cinco ejemplos relacionados con la determinacién de las ecuaciones |
1
de circunferencias sujetas a condiciones diversas. Revisa estos ejemplos y contesta: '

a) -Laecuacion general del ejemplo 1 es:
-La ecuacion general del ejemplo 2 es:
-La ecuacién general del ejemplo 3 es:
-La ecuacion general del ejemplo 4 es:
-La ecuacién general del ejemplo S es:

b) ;Cudl es el grado de estas ecuaciones?

c) Observalos términos de cada una de estas ecuaciones y describe las “Y
caracteristicas de ellas: I
d) Encuentra la ecuacién general de las tres circunferencias mostradas. v
Observa detenidamente cada gréfica y su correspondiente ecuacién. 7 )
Establece semejanzas y diferencias entre ellas. €00 X
\ /
N
L~
¥
HE A [
LA |
i
1/
/f
€(0,-3)
< X
L
7
5
}(
aas, 4
b\ N P
\ /
N /|
= - Ll
X
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Las conclusiones que obtuviste en la actividad anterior, deben ser parecidas a las siguientes:

Todas las ecuaciones generales obtenidas, son de segundo grado y poseen las siguientes caracteristicas:
» Tienen dos variables.
« Las ecuaciones tiene un maximo de cinco términos.
o Sila circunferencia tiene su centro en el origen, tendré 3 términos.

«  Sila circunferencia tiene su centro sobre uno de los ejes, en general tendrd 4 térmi-
nos.

»  Sila circunferencia tiene su centro fuera de los ejes, en general tendrd S términos.

« Dos delos términos son de segundo grado: x?e y2.

«  Los coeficientes de los términos de segundo grado son iguales, (en estos ejemplos, la
mayorfa iguales a uno).

« En general, aparecen dos términos de primer grado: uno correspondiente a x, y el otro
coorespondiente a y.

« En general, aparece un término independiente (constante).

Ahora, trabajemos sobre la ecuacién (x—h)2+(y —k)? =r2:
x2 —2xh+ h2 +y2 - 2yk+ k=12
x*+y2—2hx —2ky+h*+ k2 -r2=0

Reescribiendo la tltima expresién:
a2 +y2+ (-2h)x + (- 2k)y+ (B2+ k2 -1 =0

Si [lamamos:
D=-21
E=-2k
F=h2+k*-r2

y sustituimos en la ecuacién, obtenemos:

x2+y2+Dx +Ey+F=0

La ecuacién a2 + y2 + Dx + Ey + F =0, con D, E y F constantes, s la ecuacién general de la cir-
cunferencia.

Toda circunferencia tendrd una ecuacién como la mostrada. Sin embargo, una ecuacién de la forma

x?+y*+ Dx + Ey + F=0, puede representar una circunferencia, un punto o ningtin conjunto de puntos
en el plano. Esto dependeré de los valores de D, Ey F.
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______________ e e -
1

e Aspecto a evaluar: Participacién en clase !

1
Actividad 13 i o Evidencia: Trabajo colaborativo r
Lo Competencia o atributo a evaluar: 81 |

Sigue los pasos indicados para comprobar que la siguiente ecuacién representa a una circunferencia.;
x2+y2—6x+ 4y-3=0

El objetivo es transformar la ecuacién general dada, a la forma ordinaria:

(x=h)2+ (p- k2 =r2
1. Suma aambos lados +3 (el inverso aditivo del término independiente):
2. Agrupalos términos en x y los términos en y.

3. ¢Qué nimero hay que sumar a los dos términos que contienen a x, para obtener un trinomio cua-
drado perfecto? Agrega este nlimero a ambos lados de la igualdad.

4. ¢Qué nimero hay que sumar a los dos términos que contienen a y, para obtener un trinomio cua-
drado perfecto? Agrega este nlimero a ambos lados de la igualdad.

5. Factoriza el trinomio cuadrado perfecto en xy el trinomio cuadrado perfecto en y.

6. Compara la forma ordinaria (x — )2 + (y— k)? = 72 con la ecuaci6én que obtuviste. Deberas obte-
ner el valor de ry las coordenadas del centro.

Y

7. Grificala circunferencia correspondiente ala
ecuacién a2 +y2—6x+ 4y—-3=0

Y
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Determinacién de los elementos de una circunferencia a partir de su ecuaciéon
general y construccion de su grafica.

Al transformar una ecuacién de la circunferencia de su forma general a la forma ordinaria, el objetivo es
determinar el radio y el centro de la circunferencia.

Ejemplos
1. Estudia con atenci6n el procedimiento completo para la ecuacién presentada en la actividad ante-
rior:
Estado inicial: x2+y2—6x+ 4y-3=0
Sumando 3 a ambos lados: x2+y2—-6x+ 49-343=0+3
¥ +y2-6x+ 4y=3
Agrupa los términos en x y los términos en y: x2-6x+y2+ 4y=3

Suma a cada lado el cuadrado de la mitad del coeficiente de «;, y del coeficiente de y:

6\2 4 ¥ 6\2 4 N
x2—6x+\ 5= ) +y2+ 4y + T) =3+\ 7~ +(T)

Factoriza los trinomios cuadra- e bt ( ~ 3)2 & yz ydys ( 2)2 _ 34 ( - 3)2+ ( 2)2

dos perfectos y suma los nime-

ros de la derecha: W—6x+9+ 2+ dy+ 4= 3+ 9+ 4

(x=3)2+(y+2)2=16

Comparando esta ecuacién con
la forma ordinaria:

Y
A
Por tanto, se trata de una circunferencia
con centro C(3,-2) yradio 4. —
(3,2)y i /// A
/ \\
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2. Trazala grifica de la circunferencia cuya ecuacién es:
202+ 2P -6x+3y-5=0

Solucion

Debemos convertir la ecuacion en la forma ordinaria: (x-h)2+ (y-k)2=r2

Atencién: Recuerda que para completar los trino-

mios cuadrados perfectos de la ecuacion general, es 22 +22-6x+3y-5 _ 0
necesario que los coeficientes de los términos cuadrdti- 2 2
cos sean iguales a 1. Para lograr esto, dividimos toda 22 2w _ bx 3 5 _ 9
la ecuacion general entre el coeficiente que muestran ! 2 tn B o
los términos cuadrdticos. En este caso 2: y
x2+y7‘~3x+3 el =0
2 2
- 3 S S
Sumando —> a ambos lados: x2+y2—3x+—2L -5t =0+
2
3y S
A . S S
L 20 i )
Agrupa los términos en x y los términos en y: X2 3x+y2+ %L - TS

Suma a cada lado el cuadrado de la mitad del coeficiente de x, y
del coeficiente de y:

3 2 3
2 —_ 2 =
3 3 2 S (3) 2
2 [ 24 2V —_— = = oS
x 3x+(2) +y+2 +(2 ) 2‘+ 5 +(2 )

p)
Factoriza los trinomios cuadrados ( ] " (;V . BN _ 5.9 8
perfectos y suma los niimeros de la 2 + > 4 16
derecha: _ 3649440
16
_ss
T 16
e i 2 )
Comparando est_a ult.lma ecuacién (x _ 3 ) + Gl B ) _|8s
con la forma ordinaria: 2 4 7
(= H)2 + O —p=|r
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Debemos trazar una circunferencia con AY

3 _3 - [8s ~TTI
C(z’ Z) ¥ ' g =23 ~ JI

/

1L
)|
|
—
| 0_
P
¢ |oofw
-
L I
s

2.3 |
|
\H}_’/

3. Determina si cada una de las siguientes ecuaciones cuadraticas describe la ecuacién de una circun-
ferencia. Si es asi, traza su gréfica.
a) a2+y —4x-2y-20=0
b) x2+y2+8x+10y+41=0
c) x2+y2—6x- 4y+16=0

\.

Solucién
a) x2+y2—4x-2y-20=0
Debemos convertir la ecuacién en la forma ordinaria: (x — h)? + (y — k)2= 12

Completando cuadrados, obtenemos: Y
A
X2 +yr—4x- 2y-20=0 /l’
2—4x+4+y2- 2 +1=20+4+1 yai
(x=2)2+(y-1)2=25 @251 .
Por tanto, la ecuacién x? + y2 — 4x — 2y — 20=0 repre- *
senta a una circunferencia con centro C(2, 1) y radio 5: A
b) a2+y2+8x+10y+41=0

De la misma manera, obtenemos:
x*+y*+8x+10y+41=0
%2+ 8x + 16 +y> + 10y + 25 = - 41 + 16+ 25
(x+4)%+ (y+5)2=0

La ecuacidn x? + y2 + 8x + 10y + 41 = 0 describe una circunferencia con centro en C(-4,-5) y
radio 0; es decir, a través de la ecuacién dada se representa solamente el punto C(-4,-5)

c) a2+yr—6x-4y+16=0
Transformando %2 + 2 — 6x — 4y + 16 = 0 obtenemos:
xt+y2—6x- 4y+16=0
¥2—-6x +9+y2 - 4y +4=-16+9+4
(x-3)2+(y-2)2=-3

La suma de dos cuadrados nunca puede ser negativa, luego no existe ningtin punto P(x, y) que pueda
satisfacer la ecuacion dada. De aqui que la ecuacion x2 + y2 — 6x — 4y + 16 = 0 no puede describir una
circunferencia.
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o Aspecto a evaluar: Subproducto !

. . - .’ .. 1
RCICIOS e Evidencia: Reporte escrito de resolucién de ejercicios y problemas |

1
1. Determina el centro, radio y grafica de la circunferencia cuya ecuacién es: :
I

a) x2+y2=81 e) x2+y2+6x-7=0 i) a2+ —4x- 2y+5=0

b) (x—2)2+ (y+3)2=20 f) a2+y2-7x-4y=0 j) a2+y2-2x-9=0

c) x2+(y+3)2=16 g) 2+y2-x+2y-1=0 k) 2a2+2y2-6x+10y+7=0
d)a2+y2+4x-2y-20=0 h) y2=225-x2 1) 322+3y2-12x+ 6y +18=0

' o Aspecto a evaluar: Actividad de evaluacién intermedia ]
Actividad 14 | o Evidencia: Reporte escrito de exploracién con tecnologia |
O al/a . e Competencia o atributo a evaluar: 5.6 )

desmos '

2. Utiliza desmos o Geogebra, para graficar las ecuaciones del ejercicio 4.4. Compara las gréficas '
que obtuviste con las que realiza el software.

~iAarnac A e cON IIRa ~ir B i :
< Intersecciones de una recta con una clircunrerencia

]

Antes de estudiar esta seccién, deberds recordar las cuestiones planteadas en la siguiente actividad.
Trata de resolverla.

Ax+By+C=0
Actividad 15 \Z

rY

a) En la seccién 3.2 de ester libro, recordaste cémo ’\
encontrar el punto de interseccién de dos rectas
que se cruzan en el plano, conocidas sus ecua-
ciones. El procedimiento consiste en resolver el

sistema de ecuaciones formado por tales rectas, a o / \ X

saber: /
Ax+Biy+C=0

A+ Byy+ Cy=0

Ayx+ By + Cy=0

b) Utiliza algiin método analitico, para encontrar el
punto de interseccion de las rectas:
3x—4y + 12=0
3x+y-18=0
Ademés, deberds comprobar tu solucién grafi-
cando el sistema en la cuadricula adjunta.

c¢) En la misma cuadricula, traza una circunfe-
rencia de radio 3 y cuyo centro es el punto de
interseccion de las dos rectas que graficaste.
¢Cudl es la ecuacién de esta circunferncia?
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De manera similar, para determinar la interseccién de una circunferencia y una recta, debemos resolver
un sistema de ecuaciones formado por la ecuacién de la recta y la de la circunferencia:

Ax+By+C=0
%2+ y*+ Dx+Ey+F=0

Ejemplos

1. Dada la circunferencia «2 + y> — 2y — 8= 0, determina sus puntos de interseccién con cada una
de las siguientes rectas:

a)x—y-2=0 b)3x-y- 15=0 c)=3

Solucién | a) El problema consiste en resolver el sistema
x2+y2-2y- 8=0 (1)
x—-y-2=0 (2)

Conviene empezar con el trazo de una figura que ilustre la situacién planteada. En este
caso, debemos graficar una circunferencia a partir de su ecuacién general y una recta co-
nocida su ecuacién.

A partir de x2 +y2 — 2y — 8= 0, obtenemos (completando cuadrados):

x*+y2-2y=8

¥ +y2-2y +1=8+1

(x-0)2+(y-1)2=9 — Se trata de una circunferencia con centro
C(0,1) yradior=3

A partir de x—y — 2 = 0, obtenemos :

Parax =0 —> 0-y-2=0
—y=2
y=-2 Se trata de una recta con interceptos en
0,-2)y(2,0
Paray=0 — x-0 -2=0 (o, )V(: )
=2

Actividad 16

s

a) Con la informacién obtenida, traza
las gréficas correspondientes

b) :En que puntos se intersecan la cir-
cunferencia y la recta?
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Ahora, busquemos los puntos de interseccién resolviendo el sistema formado por ambas ecuaciones:

x+y2-2y-8=0 (1)

x—-y-2=0 (2)
Despejando xen (2 ), obtenemos: x= y+2  (3)
Sustituyendo (3) en (1) obtenemos: (y +2)2+y2-2y- 8=0

Hemos obtenido una ecuacién con una sola variable, que debemos simplificar:

Y2 +4y+4+y2-2y- 8=0

22 +2y-4=0

22 +2y_ 4_0
2 2 2 2
¥ +y-2=0

La ecuacié6n resultante es de segundo grado, la cual (en caso de ser factorizable) puede resolverse por
factorizacién. En caso contrario puede aplicarse la formula general:

-bx /b2 -4ac
2a

En este caso, la ecuacién y2 + y — 2= 0 puede factorizarse:

y+y-2=0

(y +2)(y-1)=0
Y1=-20y,=1

Sustituyendo estas soluciones en ( 3 ):

Paray, =-2 — 5 x=y+2
x=-2+2 = 0\ Por lo tanto, la circunferencia y la

recta, se intersectan en los puntos:
Paray, =1 —5 x=y+2

x=1+2 =3 (07"2) Y(3sl)
x1+y2—2y~—81='} A
] —T
o= Esto significaquelarecta x—y— 2=0 es
{ b secante a la circunferencia x + y2 — 2y — 8=0
N // X
YD
A
A \
\
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b) En este caso, nos piden determinar la interseccion de la circunferencia x? + y> — 2y — 8=0, ylarecta

3x—y- 15=0.

Por lo tanto, el problema consiste en resolver el sistema:

{xz+y2-2y— 8=0 (1)
3x-y-15=0  (2)

______

o Aspecto a evaluar: Participacion en clase

|
Actividad 17 1: s Evidencia: Trabajo colaborativo
, ® Competencia o atributo a evaluar: 8.1

a) Trazalas gréficas correspondientes. Recuerda que se e

trata de una circunferencia con C(0, 1) y radio r = 3.

b) :En qué puntos se intersectan la circunferencia y la

recta?

wli Y

4

Resolvamos el sistema:
Despejando y en ( 2 ), obtenemos: y = 3x — 15 (3)
Sustituyendo (3) en (1) obtenemos: %+ (3x-15)2-2(3x~15) - 8=0

Simplificando: X%+ 9x2—90x +225 —6x+30 - 8=0
10x2-96x +247=0
Aplicando la férmula general:
bt /Pdac - (-96)* /(-96)2-4(10)(247)
2a N 2(10)

Puesto que la cantidad dentro del radical es negativa, esta ecuacion carece de soluciones reales. Por
lo tanto, la recta y la circunferencia no tienen puntos de interseccion, es decir, la recta es exterior a la

circunferencia. i
ri
D il ™ /
ri AY
f 1
i\ /J' -
1A 176519 X
/
/

96 £1/9216-9880 96 +//- 664
20 20
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c) Aqui se pide determinar la interseccién de la circunferencia &2 + y>—2y-8=0 ylarectax=23.
Por lo tanto, el problema consiste en resolver el sistema:
{x2+y2-2y— 8=0 (1)

x=3 (2)
Actividad 18

T

a) Traza las grificas correspondientes. Recuerda que se trata de una
circunferencia con C(0, 1) y radio r = 3. También recuerda que la
expresion x = 3, representa a una recta vertical. i

b) ;En qué puntos se intersectan la circunferencia y larecta?

Resolvamos el sistema:

Sustituyendo (2 ) en (1): (3)2+y2 - 2y— 8=0
9+y*-2y-8=0

yZ - 2)} +1=0
= IR=
Resolviendo por factorizacién: (v l)y - ?

Luego la circunferencia y la recta, solo tienen un punto comin: P (3, 1) ; la recta es tangente a la
circunferencia.

=

Actividad 19

Estudia el signiente resumen:

Para encontrar la interseccién de una circunferencia y una recta,
se resuelve el sistema formado por sus ecuaciones. Existen tres

VAN

posibilidades:
; - . - Y
1. Sise obtienen dos soluciones reales distintas, la recta es secante
ala circunferencia.
\’/ X
2. Si se obtiene una solucién (dos soluciones reales iguales), Ia
recta es tangente a la circunferencia. ¥
3. Sino se obtiene solucién real, Ia recta no interseca a la circun- r’\ ;
ferencia, es exterior a ella. \{/ /
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- - —

e Aspecto a evaluar: Subproducto |
o Evidencia: Reporte escrito de resolucion de ejercicios y problemas !

I
Determina las coordenadas de los puntos de interseccién de la circunferencia y la recta en cada caso: |
1

a) a2 +y2—4x—2y+1=0; x—y+1=0.
b) (x-2)2+(y-3)* =8; y=9-x.

c) x%+y* - 8x +12=0; x-y+2=0.
d) (x+1)2+(y-1)2 =4 x—2y+4=0.
e)x2+y2-6y—1=0; x-2y+ 11=0.
£) a2+ y2 + 25— 24y - 15 = 0; xt+y-10=0.

46 Tangente a una circunferencia

Para estudiar esta seccién, deberas recordar las cuestiones planteadas en la siguiente actividad. Trata de

resolverla.

Actividad 20

a) Si dos rectas son perpendiculares, entonces sus pendientes son:

b) La ecuacién del punto-pendiente de una recta es

c) En la circunferencia de la derecha, se ha trazado una tangente por
el punto P, (x,, y,). ¢Cudntas tangentes a la circunferencia podemos
trazar por P (x, y,)?.

d) La ecuacién del punto-pendiente de la tangente es:
Y-y =mx—2,)

e) ;:Qué datos necesitamos para determinar la ecuacion de la recta
tangente ?

f) Para determinar la pendiente de la recta tangente, utilizaremos
la siguiente propiedad: La recta £ que pasa por el centro Cy un punto
P,(xy,y,), es perpendicular a la tangente t a la circunferencia en el punto

Pl(leyl)'

Entonces: L mX my = — 1

De aqui: 1
m, =—

my

t: recta tangente
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g) Asumiendo que conocemos ademés del punto P, (x,, y,), el centro

C(h, k) de la circunferencia, la pendiente de la recta £ es:

h) Entonces, podemos escribir la siguiente ecuacién para la tan-

m, =

gente £:
1
yN=-—(x-x)
L
En donde:
PR I k
©” %, -h
Ejemplos
L. Determinar la ecuacién de la tangente a la circunferencia con ecuacion #2 +y2 - 2x +6y — 15= O en
el punto (4, 1).
Solucitin Conviene empezar con el trazo de una figura que ilustre la situacion planteada. En este

caso, debemos graficar una circunferencia a partir de su ecuacién general y trazarle una
tangente en el punto (4, 1). La pregunta del problema es precisamente encontrar la
ecuacién de esa tangente. Obtén estas gréficas estudiando y completando lo que se indi-
ca en la siguiente actividad.

Actividad 21

a) A partir de x? + y2 — 2x +6y — 15= 0 obtenemos (completando cuadrados):

X2 -2x+1+y2+6y+9=15+1+9
(x-1)%+ (y+3)? =25

Esta ecuacion corresponde a una circunferencia con centro yradio .

su grafica es:

No olvides trazarle a esta circunferencia una recta tangente que pase por (4, 1).

Estamos interesados en la ecuacién de la tangente a la circunferencia, en el punto (4, 1).
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La ecuacion a usar es: y —y; = m,(x — x;)

Si trazamos la recta I que pasa por el centro y el punto de tangencia, entonces:

1
mt = —
My
Entonces, la ecuacién a usar se transforma en:
1
Yy = - (x—x,)
my

datos necesarios: x,, y, y 1y,
El punto de tangencia nos proporciona los valores de x, y y,:
P4,1) —— x,=4
n=1
y, puesto que la recta I pasa por C(1,-3) yP(4, 1), entonces:
4-1 3
M= T3y 4

Sustituyendo los valores de x,. y, y m, en la ecuacién a usar para la
tangente, obtenemos:

1
yn=-——(x-%)
e
1
y_]':_ 3 (.‘?C—4)
4
y-1= ——;‘(x—4)
3(y-1)=-4(x-4)
3y-3=-4x+16
4y+3y-19=0

Ecuacién de la tangente

46 EJERCICIOS

a) a2 +y2 = 18; A(3,3)
b) (x-3)2+(y+2)2=8  A(50)
) (x-32+(y+1)2=13; A(6,-3)
d) x%+y2+2x+6y =0; A(0,0)
e) a2+ y2+4x—6y=0; A(-S,5)
f) a2+y2+2x-16=0; A(0,4)

{
T
N -
N
AN
= 0
UL o
L/
g
t 2
4 |
P
> o
A N,
)4 N
W LY
ULLFS)
)4
o

! e Aspecto a evaluar: Subproducto
e Evidencia: Reporte escrito de resolucion de ejercicios y problemas

Escribe la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia dada en el punto A.

4,1)

i s P
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05 |

~r. / Circunferencia que pasa por tres puntos
Esta seccion, requiere que domines las cuestiones siguientes. Contesta correctamente:

|
Actividad 22 E o Evidencia: Trabajo colaborativo i

. ¢ Competencia o atributo a evaluar: 8.1 :
P St e s et e e e L |

I
I
I
I

a) Resuelve el sistema de tres ecuaciones lineales:
Sx+3y+z+34=0 (1)

6x+2y+z+40=0 (2)
13x—y+z+10 =0 (3)

b) Enla ecuacién ordinaria de la circunferencia (x — h)2 + (y — k)2=r2, ;qué representan cada uno
de las siguientes literales?
x —
y —
h=
k
r

c) Para poder determinar la ecuacién de una circunferencia a partir de (x — k)2 + (y - k)2= 12, ;qué
datos necesitamos?

d) De manera semejante, en la ecuacién general x% + y2 + Dx+ Ey + F= 0, los valores de &, y co-
rresponden a . Porlo que, cuando obtenemos la ecuacién
de alguna circunferencia, las variables x, y se mantinen como tales, sin un valor especifico. Por lo
tanto, necesitamos tres valores para determinar la ecuacion general de la circunferencia: A, By C.

De acuerdo con la actividad anterior, podemos observar que para determinar una circunferencia es
necesario conocer tres datos numéricos:

Cuando se usa la forma ordinaria, necesitamos determinar el radio ( r ) y las dos coordenadas del
centro (hyk).
Cuando se usa la forma general, se necesita determinar el coeficiente de x, el coeficiente de y, y el

término independiente, denominados respectivamente como D, Ey F.

Cualesquiera de los tres valores necesarios, se determinan a partir de ciertas condiciones estableci-
das. En secciones previas, ya estudiamos algunas de estas condiciones; por ejemplo: dado el centro y el
radio, dado el centro y un punto de la circunferencia, dados los extremos de un didmetro.

En esta seccién determinaremos la ecuacién de una circunferencia que pasa por tres puntos conoci-

dos.
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Ejemplo
Encontrar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos: (8, 3), (6,2) y (3,-1).

Solucién  Traza cuidadosamente una circunferencia 3

A
que pase por los tres puntos dados. ;Pueden =

trazarse mds de una circunferencia que pase a5
5/3
por esos puntos? &

Puesto que los puntos dados pertenecen ala ¢ (52

circunferencia, sus coordenadas deberin satis-
facer la ecuacién. ;Cudl ecuacién? Puede ser o)
la ordinaria (x — k)2 + (y — k)= r2.0la general GO T
x*+y2+Dx+Ey + F=0

et

Siusdramos la forma ordinaria, obtendriamos directamente h, k y r. Si usamos la general obtendremos
los valores de D, E y F. En este ejemplo usaremos la ecuacion general. Por tanto, Sustituiremos las coor-
denadas de cada uno de los puntos (8, 3), (6,2)y (3,-1) en la ecuacién general de la circunferencia
%*+y2+Dx+Ey + F=0:

Punto (5,3) —p x=5 (5)2+(3)2 +D(5) +E(3) + F=0
y=3 25+9+SD+3E+F=0
SD+3E+F=-34 (Ec. 1)
Punto (6,2) —p x=6 (6)2+(2)* +D(6) + E(2) + F=0
y=2 36+4+6D+2E+F=0
6D+2E+F=-40  (Ec.2)
Punto (3,-1) —p x=3 (3)2+(-1)2 +D(3) + E(-1) + F=0
y=-1 9+1+3D-E+F=0

3D-E +F=-10 (Ec.3)
El problema consiste, ahora, en resolver el sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

SD+3E+F=-34 (Ec.1)
6D+2E+F=-40 (Ec.2)
3D-E +F=-10  (Ec.3)
Podemos resolver este sistema por cualquiera de los métodos: suma y resta, sustitucion. igualacién o deter-
minantes. Nosotros lo resolveremos por suma y resta:
Utilizamos primero las ecuaciones 1 y 2, pero, multiplicamos la ecuacién 2 por (-1) para cambiar el
signo de la inc6gnita F:
Ec. 1 —_ SD+3E+F=-34
Ec.2por (-1) —— (- 1)(6D+2E+F)=(-1)(-40)> -6D-2E-F=+40

Sumando la ecuacién 1 con la ecuacién 2 transformada, se elimina F. A la ecuacién resultante le deno-

minaremos ecuacion 4.
SD + 3E + /I?/ 34

- 6D -2E-F=+40

—D4E / =6 (Ec.4)
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Ahora utilizamos las ecuaciones 1y 3; multiplicamos la ecuacién 3 por (-1) y lo que resulta lo suma-
mos a la ecuacién (1):

Ec. 1 —_— 5D+3E;/F=~34
Ec.3por(-1) —— (=1)( 3D-E +F)=(-1)(-10) —>- 3D+E715=+10
2D+4E =-24 (Ec.5)

A continuacién resolvemos el sistema formado por las ecuaciones (4) y (S):
-D+E =6 (Ec.4)
2D+4E =-24 (Ec.5)

Observamos que para eliminar D es suficiente multiplicar la ecuacién (4) por 2, y sumar la ecuacién
resultante a la ecuacién (5):

Ec.4por (2) —> (2)(-D+E)=(2)(6) — > 2D+2E =12

Ec. 3 por — 2D+4E =-24
6E =-12
E =-2
Para encontrar el valor de D, sustituimos el valor ~ Para encontrar el valor de F, sustituimos los valo-
de E en la ecuacién 4- resde D =-8y E=-2en la ecuacién 1:
-D+E =6  (Ec.4) SD+3E+F=-34 (Ec.1)
-D+(-2) =6 5(-8) +3(-2) + F=-34
-D-2 =6 —40 -6+ F=-34
D =6+2=8 —46+F=-34
D=-8 F=-34+46=12.

Conocidos los tres valores de D = -8, E = -2y F = 12, los sustituimos en la ecuacién general
x2+y2+ Dx+Ey + F=0:
x% +y> —8x-2y +12=0

Actividad 23

Encuentra el centro, el radio yla grafica de la ecuacién de esta circunferencia . Comprueba que pasa
por los puntos (§,3), (6,2) y (3,-1).

Ejemplo
EL PROBLEMA DEL TELEFONO CELULAR PERDIDO
Un teléfono celular perdido necesita ser encontrado. Afortunadamente, tres torres de teléfonos celula-
res detectan la sefial. Un sistema de coordenadas usado por la ciudad indica que las torres de celulares
estan localizadas en las coordenadas (x, y), medidas en metros desde el centro de la torre:

« Torre 1 de celular est4 en la posicién (1200, 200).
o Torre 2 de celular est4 en la posicién (800, -4500).
« Torre 3 de celular estd en la posicién (-100, 230).

La torre 1 detecta la senal a una distancia de 1072.7 metros. La torre 2 detecta la sefial a una distancia de
1213.7 metros. La torre 3 detecta la sefial a una distancia de 576.6 metros. Crear un procedimiento para
encotrar la localizacién del teléfono celular. Explica tu razonamiento.
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1. Analiza la situacién o problema
El problema proporciona tres localizaciones de torres y las distancias registradas por las torres de la

sefial de un teléfono celular.

2. Desarrolla y formula un modelo

Las coordenadas dadas en el problema sugieren que el problema puede ser modelado en el plano x-y
(en dos dimensiones). Suposiciones especificas podrian ser que las distancias de las torres a los teléfo-
nos celulares son horizontales, que las distancias registradas por las torres son seguras (es decir, ellas no
contienen errores), que los teléfonos celulares no se estan moviendo.

Sobre la base de estas suposiciones, podemos obtener circunferencias centrados en las localizaciones
de las torres con radio igual a las distancias a los teléfonos celulares registradas por las torres. Este enfo-
que geométrico puede ser representado algebraicamente dejando que (x, y) denote la localizacién del
teléfono celular y resolver el siguiente sistema de ecuaciones, el cual constituye el modelo:

(x-1200)2 + (y-200)2 = 1072.72
(x—800)2+ (y +450)% = 1213.72
(x+100)2+ (y - 230)2 = 576.62

3. Calcular una solucién del modelo

Una manera de encontrar una solucién y (metros)
es encontrar la interseccion de dos circun- 1500
ferencias a la vez. Cada par de circunfe-
rencias tiene dos intersecciones, asi que | —1000 B // ™
tenemos que ser cuidadosos para elegir ',,-"" s ( I i %
una apropiada. La figura adjunta muestra AN 500  Fa bl

...
)

las circunferencias y la localizacion de las
torres. La region en la que se espera esté el

-
s
4
4
s,
e

{:‘1 \‘I
teléfono celular, es la marcada por los pun- 10001 -500 ::'c sb0' 1000 1500 o 8 mzm
tos de interseccion A, By C. . ' 2 '/. /.l
Resuelve: Comprueba que los puntos ey -’: / i

A, By Ctienen las coordenadas indicadas: “‘/ : \_____./ y
A(208.38, 610) 1009 —d
B(246.3,691.1)
C(292.4,652.5) 1500_>sd o

Los tres circulos no intersectan en un
solo punto incluso los puntos A, By C apa- — T
recen cercanos unos a otros. La distancia
entre los puntos A y C es cerca de 94 m, y el drea de la regién triangular es alrededor de 2600 m?2.

4. Interpretar la solucién y obtener conclusiones.

Sobre la base de los resultados, podriamos seleccionar uno de los tres puntos como la localizacién
del teléfono celular; sin embargo, ninguno de los puntos tiene una localizacién més confiable que los
otros. Alternativamente, podemos interpretar la respuesta para suponer que el teléfono celular estd loca-
lizado en alguna regién que contiene los puntos A, B, y C. Concluimos que el teléfono celular esta muy
probablemente en esta region.

S. Validar Conclusiones

Hemos concluido que el teléfono celular estd en una regién triangular de 2600 m?, asi, ahora de-
bemos reflexionar si esta es un érea suficientemente pequeia en el contexto del problema. Un é4rea de
cerca de 2600 m2 es cerca de la mitad de un campo de futbol. En un espacio urbano tal como un centro
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comercial, esta regién puede ser demasiado grande para encontrar un teléfono celular (o una persona
perdida llevando un teléfono celular). ;Cémo podemos mejorar nuestro modelo? ;Podemos modificar
el modelo para dar una mejor respuesta?

6. Desarrollary formular un Modelo Nuevo o Modificar el obtenido

:Qué mds sabemos acerca de torres de celulares que no hemos tomado en cuenta? Una considera-
cién es que la sefial recibida estd en la parte superior de las torres, no en la base. Por lo tanto, la suposi-
cién previa de que todas las distancias estdn el plano x-y deberfan ser reemplazadas para tomar en cuenta
las alturas de las torres.

Las alturas no estdn especificadas, asi que hacemos una nueva suposicién de que todas las torres tie-
nen la misma altura (digamos, 200 metros) (estudiantes pueden usar otros valores basados en resulta-
dos de investigacion de alturas promedio de torres).

Utilizando estas nuevas suposiciones, desarrolla- d
mos un modelo nuevo o modificamos el obtenido. b00 :
En este caso, es posible modificar el modelo previo
primero calculando las distancias del teléfono celular ! Teléfono
ala base de cada torre (ver Figura). Ry celular

La distancia 1072.7 m de la torre 1 al teléfono celular se representa por d,, en la figura. La distancia
horizontal es R,, y puede ser calculada utilizando el teorema de Pitdgoras: R;% + 2002 = 1072.72—R, =
1053.9 m. Haciendo lo mismo para las otras torres, obtenemos R22 + 2002 = 1213.72—R2 = 1197.1 m
y Ry% + 2002 = 576.62 —R, = 540.8 m.

Con estas nuevas distancias modificadas, las ecuaciones modificadas para (x, y) son:

(x-1200)2 + (y - 200)2 = 1053.92
(x-800)2+ (y+450)2 = 1197.12
(x+100)2 + (y - 230)2 = 540.82

Actividad 24

a. Dibuja los nuevos circulos y determina los nuevos puntos de interseccién A, By C.
b. Comprueba que el drea de la nueva region triangular es cerca de 819m?, y la distancia entre Ay C
es alrededor de 52 m.

—— e e e e - . — -y

4 7 e Aspecto a evaluar: Subproducto
« / EIJERCICIOS

]
e Evidencia: Reporte escrito de resolucion de ejercicios y problemas i
]
]

S

1. Hallala ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos:
a)A(ZJ _2) ’ B(S: 4) Yy C(6,0) b)A(O}O) ) B(256) yC(lO;U‘)
C)A(~3,2) ] B(Z)l) Y C(-Z,-4) d)A('SJg) ] B(SJS) YC(71'9)
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YR EMA _. __ 1 _*—‘f.-‘;s:né.c'fo'a"él;rc;h_xd‘.r.:f{t:t"i\;idad de evaluacion intermedia . i
i e Evidencia: Reporte escrito de problemas resueltos sobre modelizacién matemética |
NIERIVIEDIL | © Competencia o atributo a evaluar: 5.3, 7.3, 1y 3. \
INSTRUCCIONES: Resuelve los siguientes problemas, para evaluar lo indicado. En cada respuesta
se debe incluir el razonamiento seguido para llegar a la solucién. n

K
Problema 1. Los sismoélogos pueden ubicar el y1 N
epicentro de un terremoto determinando la intersec- '
cion de tres circunferencias. Los radios de estas cir- 8
cunferencias representan lals distancias del epicentro ?”—:X'—"'\
a cada una de tres estaciones receptoras. Los centros o » ) \
de los circulos representan las estaciones receptora. /’ ) ° }
cS;J.I:u:mga que las estaciones receptoras estdn ubica- R R P 00 K 9 % >
as en A, B y C sobre un plano coordenado en los — X
puntos (1,4), (-3,-1) y (5, 2). Suponga que las dis- 3{-2,-1)_‘2
tancias al epicentro del terremoto desde la estaciones N iy
son 2, S y 4 unidades, respectivamente. ;En donde se -6
localiza el epicentro en el plano coordenado? -8

Problema 2. Demuestra de manera algebraica
que si tres estaciones receptoras en (1, 4), (-6, 0) y (5, -2) registran el epicentro de un temblor a dis-
tancias de 4, 5 y 10 unidades, respectivamente, el epicentro estard en (-3, 4).

Problema 3. Tres estaciones receptoras registran la presencia de un temblor. La ubicacién del cen-
tro receptor y la distancia al epicentro estdn contenidas en las tres ecuaciones siguientes: (x-2)2+
(y-1)2=25, (x+2)2+ (y-2)2=16y (x - 1)> + (y + 2)2 = 9. Grafique las ecuaciones y determina la
ubicacién del epicentro del temblor.

Problema 4. Una estacion de radio necesita instalar una torre de transmisiépn que brinde servicio

a tres ciudades. Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por las ciudades, si sus coordenadas son
A(-2,4), B(10,4) y C(8, -3).

Problema S. Un templo religioso tiene una entrada de "cerradura"
formada por un rectédngulo rematado por un circulo, como vemos en la

siguiente figura:

Problema 6. Para el tornillo dado de la figura, deduce una ecuacién
del arco circular con respecto a los ejes dados.

AY

<—[1/4in>

7y :
"1/];55 in

% S
v
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INSTRUCCIONES: Resuelve los siguientes pro-
blemas como preparacién para evaluar lo in-
dicado. En cada respuesta se debe incluir el
razonamiento seguido para llegar a la solucion.

Problema 1. Escribase la ecuacién de una
circunferencia que tenga el mismo centro que la
circunferencia (x + 4)% + (y — 3)2 = 9 y sea tan-
gente al eje delas Y.

Problema 2. Encuéntrese la ecuacion de la
circunferencia cuyo centro esté sobre la recta
y = (1/2)x y que contenga a los puntos (0, 6)
y (0,-2).

Problema 3. Escribase la ecuacién de una
circunferencia con centro en (1,7) y sea tangen-
tealarectax + 3y =12.

Problema 4. Encuéntrese la longitud de un
segmento tangente desde (6,4) ala circunferen-
cia x? + y2 = 36.

Problema S. Sea una circunferencia con cen-
tro en el origen y cuerda AB con coordenadas
(0,a) y (a,0). Pruébese que la mediatriz de una
cuerda de una circunferencia contiene al centro.
Y A

(0} a)
l/’-_ _—“\\\
/ N

[ (a,0)

\ [o(0]0) *
\_/

Problema 6. Demuestra que ZABC esun 4n-

gulo recto. Sup6n que el punto B se encuentra

en la circunferencia cuyo radio es a, y cuyo cen-
tro se encuentra en el origen.

YA

B(b, c) =
AL N
NEN

b

Cla, 0)

E e Aspecto a evaluar: Producto integrador de unidad
i ® Evidencia: Examen (problemario)
| ® Competencia o atributo a evaluar: 2 y 5.

Problema 7. Encuntentra el centro y el radio
de cada circunferencia. Después traza la grafica
de la misma.

a.x2+y2+8x-6y-15=0
b. 2x% + 22— 16x + 4y +26 =0
c.5x2+ 5y -20x=0

Problema 8. Determina la ecuacion repre-
sentada por la grifica.

AY
// \\
/ N

/ \
RN
-

/

/

Xy

| P(3, -2)

A
A\ y

N

Problema 9. Escribase la ecuacién de una
circunferencia que pasa por (-2, -1), (0,3) y
(2,0).

Problema 10. Escribase la ecuacién de una
circunferencia circunscrita al tridngulo cuyos
vértices se encuentran en (2,3), (0,5) y (1,-1).

Problema 11. Escribase la ecuacién de una
circunferencia circunscrita al tridngulo cuyos
vértices estin descritos porx—y=12,x+2y=0
y4x+y=35. -

Problema 12. Escribase la ecuacién de una
circunferencia que pasapor (-1,4) y (3,2).4) y
su centro se localiza en 3x —y + 3 = 0.

Problema 13. Traza la gréfica de x2 + y2 = 4.
;Es esta relacion una funcién?

Problema 14. Encuentra el punto de inter-
seccion de:
2 =100 - &2
y=x+2.
Problema 15. Determina una ecuacién de la
recta tangente a x2 + y2 = 25 en (4, -3).




Propdsito de unidad
Aplica los conceptos, ecuaciones y propiedades de la pardbola, en la resoluci6n de pro-

blemas tedricos o practicos, de una manera critica y reflexiva.

Indicadores de desempefio

+ Deduce la ecuacién ordinaria y general de la paribola convértice en el origen.

» Deduce la ecuacion ordinaria y general de la pardbola con vértice fuera del origen.

+ Determina la ecuacién ordinaria y general de la pardbola a partir de algunos de sus elementos o condiciones dadas.

« Determina centro y radio de una parabola a partir de su ecuacién o de su gréfica.

« Obtiene la grafica una pardbola a partir de su ecuacion.

+ Determinalos puntos de interseccién de una recta con una paribola, y una circunferencia con una parébola (o la imposi-
bilidad de dicha interseccion).

=« Aplica funciones cuadriticas en la modelizacién de situaciones de interés

« Utiliza las tecnologias de la informacién, para graficar paribolas conocidas sus ecuaciones.

Competencias disciplinares a evaluar Atributos de competencias genéricas a evaluar

1. Construye e interpreta modelos matemiticos mediante 55 Ordena informacién de acuerdo a categorias, jerar-
la aplicacion de procedimientos aritméticos, algebraicos, quias y relaciones.

g_epmétr? £OSY variacionale§, P ara.]a comprension y and- 6.4 Estructura ideas y argumentos de manera clara, cohe-
lisis de situaciones reales, hipotéticas o formales. rente y sintética.

2. Formula y resuelve problemas matemiticos aplicando 73 Articula saberes de diversos campos y establece rela-
diferf:ntes _enfoques. . . ciones entre ellos y su vida cotidiana.

3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante g1 Pplantea problemas y ofrece alternativas de solucién al
procedlmleptos matemdticos y los contrasta con mode- desarrollar proyectos en equipos de trabajo, y define un
los establecidos o situaciones reales. curso de accién con pasos especificos.

6. Cuantifica, representa y contrasta experimental o mate-
maticamente las magnitudes del espacio y las propieda-
des fisicas de los objetos que lo rodean.

170



La pardbola tiene muchas aplicaciones. Por ejemplo, si se hace girar una pardbola
sobre su eje, se genera una superficie llamada paraboloide. Esta superficie se emplea
en la fabricacion de reflectores, tales como las cavidades de los faros de automévlies
aprovechando la siguiente propiedad: si se pone una fuente luminosa en el foco de
la pardbola, los rayos luminosos reflejados en la superficie serdn paralelosal eje de
la pardbola. El mismo principio se emplea a la inversa en los telescopios llamados
reflectores: si el eje del espejo parabélico se dirige hacia una estrella, los rayos de la
estrella, después de reflejarse en el espejo, se concetrardn en el foco. Otras aplicacio-
nies de esta curva, se presenta en la construccién de algunos puentes cuyos cables que
los sostienen son aproximadamente parabdlicos.

Actividad preliminar i
¢Por qué es importante estudiar esta unidad?

El siguiente problema muestra la utilizacién I; 80 m——f

de la parabola: /[ -.

L _ 101 {h 10 m
os cables de un puente colgante tienen la for- ; \, ;

ma de un arco parabdlico. Los pilares que lo _,_/‘/ l\l\.\ |l |

soportan tienen una altura de 10 metros sobre "ﬁ—;‘-\“ ﬁ—/—

el nivel del puente y estdn separados 80 metros. _:hww“:\:“ e =

Determina la altura de los cables a 20 m de di- = O it =

— e —

cho punto.

La actividad 1 consiste en que analices la solucién planteada. Una vez que termines el estudio de la uni-
dad vuelve a analizar esta actividad.

Actividad 1 _ ‘e Aspecto a evaluar: subproducto )
_, : ¢ Evidencia: Autoevaluacién :
Solucidn il L ST T G USR] 3
Haciendo coincidir el eje X con la horizontal que define (-40,10) AY (40,10) i
1

labase del puente, y el eje Y pasando por el centro, enton-
ces tenemos una parabola con vértice (0, 0), y, puesto
que la distancia entre pilares es 80 m, la parte superior

de los pilares queda definida por los puntos (40, 10) y e
(- 40, 10). /—H

Asf pues, tenemos una parabola cuya ecuacién es de la (40)2=4p(10)

forma: x* = 4py. 1600 = 40p

Puesto que la pardbola pasa por (40, 10), en la ecuacién p= 1600 _ 49

anterior podemos sustituir x por 40, y y por 10: 40

Entonces, la ecuacién de la pardbola es: x2 =4(40)y =160y

Nos piden la altura de los cables a 20 m; en otras palabras, debemos encontrar el valor de ¥, parax = 20
(20)2 =160y
400 = 160y
y=400/160 =2.5 Por tanto, a 20 m los cables miden 2.5 m

171
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po= =1

J.1 La parabola como lugar geométrico

Definicion y elementos

La siguiente actividad te permitird descubrir la propiedad fundamental de la curva denominada paré-
bola.

| o Aspecto a evaluar: Participacion en c!ase:
Actividad 2 i e Evidencia: Trabajo colaborativo
|' e Competencia o atributo a evaluar: 8.1

a) Con base en la figura, mide cuidadosamente la lon-

gitud de cada uno de los segmentos indicados en la J

siguiente tabla y escribe tus resultados. K
JE= EF= L
LC= CF= N
MB = BF =
NA = AF= 0
oV = VF=
QG= GF= Q
RH = HF = R

b) ;Cémo son las longitudes de los segmentos es-
critos en cada renglén?

c) Describe la caracteristica comun de los puntos
V,A,B,C,D,E,G,Hel

©C Z B B KR

d) Traza una curva suave que una y siga el patrén
delospuntos V,A,B,C,D,E, G,Hel. La curva
obtenida se llama pardbola.

e) Localiza un punto P sobre algiin lugar de la cur-
va trazada. ;Qué caracteristica tiene P?

©» X O




MATEMATICAS IV o FUNCIONES Y GEOMETRIA ANALITICA| EFER

En la actividad anterior, debiste encontrar lo siguiente:
JE = EF, por lo tanto, E se encuentra a la misma distancia de los puntos J yF.
KD = DE, por lo tanto, D se encuentra a la misma distancia de los puntos K y F.
LC = CF, porlo tanto, C se encuentra a la misma distancia de los puntos L y F.
MB = BF, por lo tanto, B se encuentra a la misma distancia de los puntos My F.
NA = AF, por lo tanto, A se encuentra a la misma distancia de los puntos Ny F,
OV =VE, porlo tanto, V se encuentra a la misma distancia de los puntos O y F.
QG = GF, por lo tanto, G se encuentra a la misma distancia de los puntos Qy F.
SI=1IF, porlo tanto, I se encuentra a la misma distancia de los puntos S y F.

Esto significa que los puntos V, A, B, C, D, E, G, He I, equidistan del punto F y de la recta sobre la que
estdn los puntos J, K, L, M,N, O, Qy S.

14
Esta caracteristica en comtn, que tienen todos los puntos que al
unirse forman la curva llamada parébola, permite establecer la si- D | p
guiente definicién:
' ' ol ST Foco
Una pardbola es el lugar geométrico de todos los puntos del v
plano que equidistan de un punto fijo llamado foco y de una T F
recta fija llamada directriz.
Observa: Si P es un punto ubicado sobre la parébola, £ es la directrizy R
F el foco, se cumple que PD = PE. Directriz
En toda pardbola debes tener en cuenta los siguientes elementos:
+ Alarecta que pasa por el foco, y es perpendicular a ,
. : : : ; Ejedela
la directriz se le llama eje focal o eje de la pardbola. ,
Foco Pardbola

« Eleje focal 0 eje de la pardbola, es un eje de simetria

de la pardbola.

=/ &
F

o Por qué el eje focal es un eje de simetria?

B

Directriz
+ SiD es lainterseccion del eje de la parabola y la di-
rectriz, y F es el foco de la parabola, al punto medio t
del segmento FD se le llama vértice de la pardbola y
se denota con V. Ejedela
pardbola
Foco
Observacién: el vértice es un punto de la parabola . l/ il
puesto que su definicién garantiza que: D |y \F

Vértice
FV=VD

N

Directriz
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Atencién: a la distancia no dirigida (es decir, positiva) que va
de FaV,0de VaD,sele denota con laletra p.

Entonces:
p=|Fv|= |

No olvidar que, en este libro, el valor de p, siempre se conside-
ra positivo..

:Cudnto mide FD?

« Una cuerda, es cualquier segmento cuyos extremos son
puntos de la parabola.

« Lado recto, es la cuerda que contiene al foco y es perpen-
dicular al eje de la parabola.

o Lalongitud dellado recto, se denota con Ir.

El siguiente razonamiento te permitird determinar cudnto mide la
longitud del lado recto.

o Ellado recto es paralelo a la directriz, por lo que LM = RN = FD

o Para que los puntos extremos del lado recto L y R estén
sobre la pardbola, se requiere que:

FL=LM=FD =2p.
FR=RN=FD =2p.

Entonces: M
LR =4p.

Hemos encontrado que:

la longitud del lado recto es, Ir = 4p

Directriz

lado recto

Cuerda

Foco

lado recto
M
Eje
D
N
Directriz
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—————————————— P —— i — -

e Aspecto a evaluar: Participacién en clase :

[}
]
Actividad 3 ! * Evidencia: Trabajo colaborativo
I

a) Completa:

Si p es la distancia del vértice al foco, la distancia del vértice a la
directriz es La longitud del lado recto es

b) Reflexiona: con el vértice y los dos puntos extremos
del lado recto, podemos hacer un trazo aproximado de
cualquier parébola.

1) 2)

directriz

TF

4)

g

directriz

d) Hacer un trazo aproximado de 1) V(0,0) y F(3,0)
cada una de las siguientes par-

" bolas. Localizar su directriz. y 4

directriz

directriz

®F

2) v(0,0) y E(-2,0)

Y

A

o Competencia o atributo a evaluar: 81 |
B o o e i - —— - —— - - = |
I
!
L
b
P R
D| V
N
]
iz
3
e
A

c) Aplica el hecho sefialado en el inciso anterior: localiza el vértice y los puntos extremos del lado
recto para hacer un trazo aproximado de cada una de las parébolas indicadas:
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5 ’ 2 Ecuacién de una parabola con vértice en el orig

o

an
il

Parabolas horizontales
Consideremos la pardbola con vértice en el origen, y eje focal sobre el eje X.
Si P(x, y) es un punto cualquiera de la parabola,

verifica que la pardbola tiene las caracteristicas rY
siguientes: D(-py)

« Vértice en el origen v(0,0)

« FocoenF(p,0)

<y

« Directriz, la recta vertical con
+ ecuaciéon X = -p.

« D tiene por coordenadas (-p, ).

BP=/(e-p)+ (-0 = fx-p2eyr (1)
DP=/ (x-(-p))*+(y-p)2 5/ (x+p? ==x+p (2)

Ll

Ahora, puesto que P(, y) es un punto cualquiera de la pardbola, entonces por definicién de pardbola
se cumple que:

FP =DP (3)
Sustituyendo (1)y (2)en (3):

N@E-p)r+y* = x+p

Esta es la ecuacién de la pardbola mostrada.

Aplicando nuestros conocimientos algebraicos podemos transformarla en otra ecuacién mas simple:

2
1. Elevando al cuadrado ambos lados: ( f(x - p)2+y2 ) = (x+p)?2

Entonces: (x“P)Z"'J’Z = (x+p)?

2. Desarrollando los binomios al cuadrado
en los dos lados:

3. Aplicando la propiedad de sustraccion: y}{ 2 px+ ’pﬁ y? = f/-l- 2 px + /p/

2px+y* = 2px

K2-2px+pl+y* = x2+2px+p?

y* = 4px

Por lo tanto, la ecuacién y2 = 4px representa una pardbola con vértice en el origen, foco en F(p, 0) y
directriz una recta vertical con ecuacion x = -p.

Esta curva se conoce como parabola horizontal con vértice en el origen que se extiende o abre hacia
la derecha.
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AY
Actividad 4

Aplicando el procedimiento anterior, demuestra que la expresién:
p

2 = —4px |
y P X 7
F(-p,0) /O X

es la ecuacién de una parabola horizontal con vértice en
el origen y que se extiende hacia la izquierda.

x=p
M
g
&
A
Elfoco de esta pardbola es F(-p, 0).
Su directriz es la recta vertical con ecuacién x = p.
Pardbolas verticales
La pardbola mostrada, tiene su vértice en el origen, y su eje focal sobre el eje Y.
Si P(x, y) es un punto cualquiera de la pardbola, pY P(x,y)
verifica que la parébola tiene las caracteristicas
siguientes: F(0,p)
o Vértice en el origen V(0, 0) P F
«  FocoenF(0,p) >
»  Directriz, la recta horizontal con ecuaciény = —p. P V1o X
- Elpunto D tiene por coordenadas (x, —p). iy o—
! Directriz y=-p D(x,—p)

« FP=/(x-02+(y-p)2=[2+(y—pp (1)
« DP=/(x-x2+(-(-p)) = [ (+p)? =y+p (2)

Ahora, puesto que P(x, y) es un punto cualquiera de Ia pardbola, entonces por definicién de pardbola
se cumple que: FP=DP (3)

Sustituyendo (1)y (2)en (3): /xz+(y_p)z = ytp

1. Elevando al cuadrado ambos lados: %>+ ()’ -p)? = (J’ +p)?

2. Desarrollando los binomios al cuadrado eny2 + 2 =2py+p*= y*+2py + p?
los dos lados:

2 2
3. Aplicando la propiedad de sustraccién: ~ * ’7’2/ =2y 7‘ f/ +30 ’GV/
x*-1py = 2py
x= 4py
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Por lo tanto, la ecuacién #2 = 4py representa una parébola con vértice en el origen, foco en F(o,p)y

directriz una recta horizontal con ecuacién y = -p.

Esta curva se conoce como paréabola vertical con vértice en el origen que se extiende o abre hacia

arriba.

Actividad 5

Aplicando el procedimiento anterior, demuestra que la expre-

¢Cudl de las dos variables se eleva al cuadrado?

ce y2 (parabolas horizontales, hay simetria con X).

x2 (pardbolas verticales, hay simetria con Y).

sién: _ D(xp) .
4t = _4py - y=p > Directriz
P\ V O -
es la ecuacion de una pardbola vertical con vértice / \ > x
en el origen y que se extiende hacia abajo. P A F(0, -p)
El foco de esta parabola es F(0, -p). /
Su directriz es la recta vertical con ecuacién y = p. P(x,y)
Resumiendo:
Ecuacién: y * = 4px Ecuacion: y* = — 4px A
A Y B R
! g e
- '+, o —p
= I 1
A= {—P-P ; & & >
b ‘I-‘ > 7 i V(O, 0) X
V(0,0NF(p,0) ¥ X i
1Yz =2 1
Ecuacién: x% = 4py Ecuacién: x% = — 4py AY
L Directriz: y = p
p
v(0,0) X BEX
P /
ier : 3 1 X
Directrizty=—ipt S IR e co s == = e

Si para cada valor particular de x existen dos valores de y (uno positivo y el otro negativo), apare-

Si para cada valor particular de y existen dos valores de x (uno positivo y el otro negativo), aparece
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Ejemplos
1. Determina la ecuacién y representa graficamente la pardbola que cumple con:
a) V(0,0);F(0,3) b) F (0,2); ecuacién de la directriz y +2 = 0.
Solucidn v

F

a) v (0,0);F(0,3)

Localiza los datos en un plano coordenado.

La grdfica es de la forma: Y
5 @ F(0,3)
p
v(00) X @ >

La ecuacion es de la forma: 22 = 4py

Datos: V(0,0);F(0,3)

Dato necesario: Valor de p

Observamos que la distancia del vértice al foco es 3. por lo
tanto p = 3.

Ecuacion buscada: x* =4(3)y, es decirx2 = 12y.

Esta ecuacion también puede escribirse como: 2 12y =0.

Para trazar la gréfica debemos conocer, por lo menos, tres puntos de la pardbola, uno de los cuales debe
ser siempre el vértice, los otros dos pueden ser los extremos del lado recto.

/ 6 unidades ala \\ /
Ir=4p=43)=12 derecha del foco \ y
/
6 unidadesala \ ) V4
izquierda del foco A 7
4] [
w N O LR (6,5)
Actividad 6 L (6:3) NG (03]
“\.““" A /, iy
a) La grafica mostrada tiene por ecuacién V0, 0) kel
x? -12y = 0. ;Qué representan los valores de x, i :_ ’
y’ ! Birectr ZTV= 3

b) Verifica que los puntos v (0,0), L (-6,3) y
R (6, 3), satisfacen esta ecuacion.
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b) F (0,2); ecuacién de la directriz: y +2 =0

Localiza los datos en un plano coordenado.

Y
La grdfica es de la forma: &
v(00) X
La ecuacién es de la forma: x2 = 4py
Datos:
F (OJ 2)i

Ecuacién de la directriz: y + 2 =0

Dato necesario: Valor de p

Debemos recordar que la distancia del foco a
la directriz es igual a 2p.

De la figura: 2p =4, porlo que p = 2.

Ecuacion buscada: x* =4(2)y
es decir x> =8y

O bien, x2 —8y=0.

4unidades ala

Ir=4p=4(2)=8 / derecha del foco

4 unidades ala
izquierda del foco

2. Determina la ecuacién de la parabola con
vértice en el origen y foco F(-2, 0). Determina
también la ecuacién de la directriz y traza la
grafica de la pardbola.

Solucidn

Localiza los datos en un plano coordenado.
Y

a) La grdfica es de la forma:

% v(0,0) X

La ecuacion es de la forma: y*> = —4px

L !r
? F{0;2)
V(0,0) X
Directriziy= -2
A lr ¥
\ /
/
/
/!
LY l{
B
P
— 1
‘r(ﬂ])r ‘ A)r"
Direc 12y = =12
‘}"
@@ >
Fi=2;6) V40,0 X
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Datos: v(0,0); F(-2,0) Y

Dato necesario: Valor de p ~<

Como p es la distancia entre el vértice y el foco,
observamos que p = 2.

Ecuacién buscada: : y* = -4(2)x , o bien \
y* = -8x6 y2 +8x=0. D\
AR 27 W >
F20) 7 9) X
4 unidades arriba del 4 -
Ir=4p=4(2)=8 foco . H
4 unidades abajo del = s
foco - 5

La ecuacién de la directriz es x = 2
o, en forma equivalente, x -2 = 0.

3. Una parabola vertical con vértice en el origen pasa por el punto A(2, - 6). Determinar su ecuacién.

Solucién Localiza los datos en un plano coordenado. Para trazar la curva, localiza un punto
simétrico con el punto A(2, - 6).

a) La grdfica es de la forma:

Y
3 v
V(0,0
X
F
La ecuacién es de la forma: x* = —4py
Vi0,0)
Para hallar el valor de p, se sustituyen las . =

coordenadas del punto A ya que pertenece ala
parabola, y, por tanto satisface su ecuacion.

A(2,)-6) ——> x=2

ye=8
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Sustituyendo estas coordenadas en la ecuaciéon x2 = —4py:
(2)2= - 4p(-6) -
4=24p
i
24 F
o 2L o2
P A%6 6
1 7(0,0)
Ecuacion buscada: x? = —4(—) y ® >
? X
4
& =-—y
6 1
6x% = — 4y ® (26
6x2 +4y=0
Actividad 7

1) Traza en la cuadricula de arriba, la grafica que corresponde al ejemplo anterior.
2) Determina la ecuacién y gréfica de cada una de las parabolas que cumplen con las condiciones
dadas. Es fuertemente recomendable empieces graficando los datos

a) F (0, - 2); ecuacién de la directriz: y -2 =0

b) F (-2, 0); ecuacién de la directriz: x -2 =0

¢) V (0, 0); ecuacién de la directriz: y + 3 = 0

Dada la ecuaci6n de una parabola con vértice en el origen, obtener su grafica

Toda ecuacién que sea de una de las formas y? = 4px, y? = —4px, x> =4py, x2 = —4py o equivalen-
tes, puede graficarse como una parébola con vértice en el origen. Para hacer estas graficas, utilizaremos
tres puntos: el vértice y los extremos del lado recto.

Ejemplos

1. Hallar las coordenadas del foco, ecuacién de la directriz y la grafica de la pardbola cuya ecuacién es
y2 +16x=0.

Solucién Puesto que la ecuacién y2 + 16 x = 0 es equivalente a 2 =-16 x, la ecuacién es de la
forma:  y2 = —4px.

La grdfica es de la forma: Comparando la ecuacién dada con la ecuacién tipo:
Y
y? = |-4p|x
y? =[-16 |«
E Jviop) X ~4p=-16
— “_16 =4

~4
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Y

Puesto que la gréfica es de la forma:
F Jv(oo) ¥

las coordenadas del foco son F(-p, 0). En nuestro caso, puesto que p =4, el foco es : F(-4,0)

Estos hechos nos sugieren que la directriz de la pardbola es la recta vertical que se encuentra a 4 uni-

dades a la derecha del vértice. Su ecuacién es x = 4.
i W
Para trazar la gréfica, utilizamos los extremos del ]
lado recto: L(~48)
8 unidades arriba del foco .-\\
Ir=4p = 4(4) =16< TN
8 unidades abajo del foco { \
\
Actividad 8 E(=4,0) (0,0) ;
a) Verifica que los puntos V (0,0),L (-4,8) y ] / -
R (-4, -8), satisfaceny? + 16 x=0. 1/ =
b) Six=-2, ;cuanto valey? 1/ ;
c) Six=2, ;cudnto valey? >
= . R(=t8 £
g
______________ o Aspectoaevaluar: Subproducto
5 © 2 EJERCICIOS i e Evidencia: Reporte escrito de resolucion de ejercicios y problemas ]
\ !
1. Encuentra la ecuacién de una parébola si se sabe que: i
a) (0, 0), foco en F(1,0) d) (0, 0), directriz con ecuacién x + 3 = 0. ‘
b) V(0, 0), foco en F(-3, 0) e) V(0, 0), directriz con ecuacién 3y — 4 = 0.
c) V(0,0), foco en F(0,-2) f) V(0, 0), directriz con ecuacién y = 5.

2. Encuentra la ecuacién de una parébola horizontal con V(0, 0) que pasa por el punto A (-2, -2).

3. Un monumento con forma de arco parabélico tiene una base de 4 m y una altura méxima de S m.
¢A qué altura sobre la base del arco se encuentra el foco de la pardbola de la que forma parte?

4. ;Cudl es la distancia entre el foco y el vértice de la pardbola y2— 8x = 0?

5. Determina el foco, la ecuacion de la directriz y la grafica de cada una de las pardbolas siguientes:

a)y2+10x=0. d)y2+3x=0.
b) x2+ 10y =0. e)x2-20y=0.
c) 5y2-60x=0. f) 5x2-20x=0.
6. ;Cuiles de los siguientes puntos pertenecen a la pardbola 2 - Sy = 0?
a) A(-S,-5) c) C(2,5)

b) B(3,-5) d) D(0,-2)



EEFH | LA PARABOLA s UNIDAD V

@ I . . C »
E’ .= Pardbola con vértice fuera del origen

Antes de estudiar las ecuaciones de la pardbola con vértice fuera del origen, observemos las siguientes
figuras:

y Ay i ¥

x? =4py

b Y

0 >

La pardbola de la izquierda tiene su vértice en el origen, y, puesto que es vertical, su ecuacion es
x2 = 4py. Pero, ;cudl es la ecuacién de la pardbola de la derecha? En este caso, el vértice estd fuera del
origen, por lo que no podemos usar ¥2 = 4py. Sin embargo, al establecer un sistema de coordenadas

con ejes X'Y" de manera que su origen O "coincida con el vértice de la pardbola, podemos afirmar que
la ecuacion de la pardbola es:
x 12 = 4Py -

Esta es la ecuacién de la pardbola con respecto a los ejes X 'Y". Pero, lo que nos interesa es la ecuacién
con respecto a los ejes originales XY. Para lograr esto, utilizaremos el concepto de traslacién de ejes.

Traslacion de ejes

Estableceremos la traslacién de ejes, bajo las siguientes condiciones:

1. Los ejes nuevos XY son paralelos, respec-
tivamente, a los ejes originales XY. P(x,y)

AT T )
I

2. Las coordenadas del nuevo origen O " son | J’ i
”r

llamadas (h, k ) respecto al sistema original. Y -k ¥y |
l
. y I e | =
3. Las coordenadas de cualquier punto P con | Jﬁ ) ;s &
respecto a los ejes XY son (%, ), y con respecto a | k| 0'(h, 6 s _f
los ejes XY " son (x5 ") ) L =

00,0 f—F——Hh—7— X
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En la figura, se cumple que:

x=x'+h (1)
y=y'+k (2)

De (1) obtenemos, & =x— h

De (2 ) obtenemos,y "=y - k

Por lo tanto, las ecuaciones que debemos usar para transformar una ecuacién planteada con respecto

alos ejes XY, a otra ecuacion referida a los ejes originales XY, son:

x ' =x-h

y =y-k

Con estas ecuaciones de transformacion, y con las ecuaciones de la pardbola con vértice en el origen,
estableceremos las ecuaciones de la pardbola con vértice en cualquier punto fuera del origen.

Parabolas horizontales.

El eje focal de estas pardbolas es paralelo al eje X.

En la figura, la parédbola de trazos discontinuos tiene su
vértice en el origen del sistema con ejes X¥. Por lo que,

su ecuacion es:

y? =4px

En la misma figura, la parébola de trazos continuos
tiene su vértice en el origen del sistema con ejes

X'Y’. Referida a estos ejes, la ecuacién de esta
parabola es:

y? =4px’ (1)

Ahora, para determinar la ecuacién de esta misma
)

pardbola pero con respecto al sistema con ejes XY,
sustituimos en (1) las ecuaciones de transforma-

cidn: x =x-h
Y=g~k
Conlo que obtenemos:

(y-k)2=4p(x-h)
Analiza por qué en esta pardbola las coordenadas de
su vértice son V(h, k) y de su foco F(h +p, k), y por
qué la ecuacién de la directrizesx =h — p

Yy Y)
07 X~
k ..
) .
0 '. \ X
— h—+ "
YJ\ o Sl:l..
S =
@
£
-p—r
2 -
V(h, k F(h+p,k)
k
) .
/ h s -
/ /
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Si la pardbola se abre hacia la izquierda, la ecuacién ~

- (y-k)2=-4p(x-h)

Analiza por qué en esta pardbola las coordenadas de 1
k
)

x=h+p

i Directriz

<
|

|

V(h, k)
su vértice son V(h, k) y de su foco F(h-p, k), y por

qué la ecuacion de la directrizesx =h + p o7

Y

Parabolas verticales Y ¥

El eje focal de estas parabolas es paralelo al eje Y.

De manera semejante, al razonamiento ante-
rior, observamos que:

La pardbola de trazos discontinuos tiene su vértice \
en el origen del sistema con ejes XY. Por lo que, su

ecuacion es: 3 \ =
x? =4py :,

1/
1
La ecuacion de la pardbola de trazos con- ’f

=
N\r

tinuos referida al sistema con ejes XY~
tiene por ecuacion: — h '

x2 =4py’ (1)

Pero,
"=x-h

y=p-k

Sustituyendo estas expresiones en ( 1 ), obtenemos la ecuacién de la pardbola referida a los ejes origi-
nales XY': 7 Yy

(%~ h)>=4p(y-k)

Si la pardbola se abre hacia abajo, la ecuacién es:

(x-h)2=-4p(y-k) | N
*T7-

\
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Resumiendo:

L P:.arébola con vérti(':e V(h, k) y eje paralelo II. Pardbola con vértice V(h, k) y eje paralelo
a.eje X Se abrehacia laderechs al eje X . Se abre hacia la izquierda.

Ecuacién: (y — k)2 =4p(x - h) Ecuacion: (y — k)2 =— 4p(x - h)

Yy |us P(x"y’) 7y 8
o) 4 P(x ) ﬁ-;
A 2. ~N 7
A » Aw
_/_p /.
|V
’z Vi, k t 3
k
) > |
i 5 vd Pl

}f h ", i J/ k /,

i
| IIL Parsbola con vértice V(h, k) y eje paralelo al
eje Y. Se abre hacia arriba.

Ecuacion: (x - h)?= 4p(y - k)
IV. Parabola con vértice V(h, k) y eje paralelo al

Yy A P(x é}' ')) eje Y. Se abre hacia abajo.
E(hk+py P&»
oK Ecuacion: (x — h)? = - 4p(y - k)
p
i/ I > Yj\ A
V(h, k) . ; Directriz
p Directriz 3
If Vi y=k-p V2 IEkitr
A 4 > !
Q2 ) X Vil k)| |
h r o ;/ ~ ’.._
| P(x,
I F(hk-p) |, (%, 7) 4
’IO =
X
Mot
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Ejemplos
1. Determina la ecuacién y la grafica de la parébola con vértice V(3, 6) y foco F(3, 10).

Solucion | Localiza los datos en un plano A,
coordenado.
La grdfica es de la forma:
2Y
i A
Y
F
v
0 X
La ecuacién es de la forma: >
(x-h)2=4p(y-k)

Datos: V(3,6); F(3,10)

Datos necesarios: h, k, y p

hy k, son las coordenadas del vértice: V (3,6) —> k=3

Observamos que la distancia del vértice al foco es 4. por lo tanto p = 4.
Sustituyendo estos valores en la ecuacién (x - h)% = 4p(y - k), obtenemos:

Ecuacién buscada: (x-3)2=4(4)(y-6)
. (x-3)2=16(y-6)

Ecuacién de la parabola en su for-

ma ordinaria

Realizando los procesos algebraicos
indicados: x2 —6x+9=16y-96
x2 —6x-16y+9+96=0

x2 —6x—16y+105=0 I | Ecuacidn general de la pardbola

Para graficar la pardbola determinamos los extremos del lado recto:
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Y
8 unidades a la derecha
del foco
Ir=4p=4(4)=16
8 unidades a laizquierda -
del fi N 5
oce 7(3.10) /?/ 10) |
L(35,110) &
\"x P
"'--.__‘__ -_—.‘__‘_./
V(3,6)
-
Actividad 9

a) Verifica que los puntos V (3,6), L (-5, 10) y R (11, 10), satisfacen la ecuacién ordinaria
(x-3)2=16(y - 6) ylageneral #> — 6x - 16y + 105 = 0.

b) Encuentrala ecuacién de la directriz y traza su grafica.

c) Siel punto P(-3, b) pertenece a la parébola, determina el valor de b.

2. Encuentra la ecuacién y la grafica de la pardbola con foco F (4, 8) y ecuacién de la directriz y +2 = 0.

¥
Solucién | Localiza los datos en un plano coor- &
denado.

La grdfica es de la forma:

AY

Sy

0]

La ecuacidn es de la forma:

(- HP=A5(p-1) >

e
S

ectrizy ==

Datos: F(4,8) ; directriz: y +2=0

Datos necesarios: b, k, y p

En este caso, los datos no nos proporcionan directamente los valores que necesitamos.
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Conocemos el foco y la ecuacién de la directriz.

A partir de estos datos, debemos buscar el vér-

tice y el valor de p. El vértice es el punto medio

de la perpendicular bajada del foco ala directriz,

por lo que tiene la misma abscisa del foco y su

ordenada es 3.

Sl

V(4,3)—> h=4 (8

k=3

Observamos que la distancia del vértice al foco

®
es S, porlo tanto p = §. '? (4,3)

. +
LHLCCLLLIL V 5 7

Sustituyendo estos valores en la ecuacién (x - h)2 = 4p(y - k), obtenemos:

(x-4)*=4(5)(y-3)

(x-4)>=20(y-3) Ecuacion buscada en su forma ordinaria.

Realizando los procesos algebraicos indicados:

x?2 -8x+16=20y-60
x2 -8x-20y+16+60=0
x2 —8x-20y+76=0 Ecuacion general de la parébola

Actividad 10

a) Determina los puntos extremos del lado recto y traza la gréfica de la parébola.

3. Obtener la ecuacion de la parédbola horizontal

cuyo foco es el punto F (-2, 3), abre hacia la

izquierda, y su lado recto mide 4.

Solucién | Localiza los datos en un plano coor- -

denado. <

F(-2,3)

(+1,3

s
Be.
I
(]
T
5 g
\‘ o |/
IJ
=

L < 2 unidades arriba del foco

2 unidades abajo del foco

=]
P‘<f

4 L T

4}?:4—)\- p-»—w:!’-—:l —

Puesto que la parabola se abre hacia la izquierda,

paralocalizar el vértice, debemos desplazar el valor
de p ala derecha del foco.
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La ecuacién es de la forma: (y - k)2 = -4p(x- h).

Datos necesarios: h, k, y p p=1,
V(_IJ 3)—)‘- h =-1
k=3
Ecuacién buscada:  (y-3)%=-4(1)(x- (- 1))
(y_—g); = 4(x+1) T Ecuacién de la pardbola en su forma
e e | ordinaria
Comprueba que la ecuacién general es:
l y2 -6x+4x+13=0
= |
____________ e Aspectoaevaluar: Subproducto 1
5 o 3 EJERCICIOS Lo Evidencia: Reporte escrito de resolucién de ejercicios y problemas :

Escribe la ecuacién de una pardbola si se sabe que:

1. V(-1,20),F(3,2)

r
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
]
I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
I
i
i
I
I
i
1
- —

2. V(0,3), directriz con ecuaciény = $

3. F(3,0), directriz con ecuaciénx+3 =0
4. v(0,0), p=5.

S. F(-4,3), directriz con ecuaciénx =0

6. V(-2,3)ysudirectriz eslarectax=2
7. V(4,-1), eje de simetria con ecuacién x -4 = 0 y pasa por el punto (3,-3 ).

8. Escribe la ecuacién de la pardbola que pasa por el origen de coordenadas y es simétrica respecto al
eje de ordenadas, si las coordenadas del foco son F(0, -3).

9. Determina la ecuacion de la pardbola y? =4p(x - 3) , sabiendo que pasa por el punto (5, 4).
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5.4

< .~ Ecuacion general de la parabola

Analicemos los tres tltimos ejemplos resueltos sobre la pardbola:

Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3

Forma ordinaria | (x-3)2=16(y - 6) (x-4)2=20(y-3) (y-3)2=-4(x+1)

Forma general | #? —6x-16y+105=0 x2 —8x-20y+76=0

e

Son parabolas verticales

y2 —-6x+4x+13=0

Es pardbola horizontal

Las pardbolas verticales, tienen por forma ordinaria (x — h)? ==+ 4p(y - k), la cual se puede convertir

en la forma Ax? + Cy? + Dx+ Ey + F=0, con C = 0. Es decir, toda parébola vertical tiene una ecuacién
general de la forma: Ax? + Dx+ Ey + F=0.

Las parabolas horizontales, tienen por forma ordinaria (y — k)2 = + 4p(x — h), la cual se puede con-

vertir en la forma Aa? + Cy? + Dx+ Ey + F =0, con A = 0. Es decir, toda parabola horizontal tiene una
ecuacion general de la forma:Cy? + Dx+ Ey + F=0.

° Aspecto a evaluar: Participacion en clase |

[}
I
Actividad 11 e Evidencia: Trabajo colaborativo |
]

e Competencia o atributo a evaluar: 8.1 ;
Completa:

a) Enla ecuacién Ax? + Cy? + Dx+ Ey + F=0,si A =0, la pardbola es
b) En la ecuacién Ax2 + Cy? + Da+ Ey + F=0,si C = 0, la pardbola es
c) Enla ecuacion Ax? + Cy2 + Dx+ Ey + F= 0, si A = C, representa

d) En la ecuacién Ax2 + Cy? + Dx+ Ey + F=0,si A = C = 0, representa

Sigue los pasos indicados para comprobar que la siguiente ecuacién representa a una parabola.
2y? - 16x+20y+82=0

El objetivo es transformar la ecuacion general dada, a la forma ordinaria
(y-k)2==4p(x-h)
1. Divide ambos miembros entre el coeficiente del término cuadritico:

2. Agrupa los términos en y (término cuadrético) y pasa al segundo miembro los términos
restantes.
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3. ¢Qué nimero hay que sumar a los dos términos que contienen a y, para obtener un trinomio cuadra-
do perfecto? Agrega este niumero a ambos lados de la igualdad.

4. Factoriza el trinomio cuadrado perfecto del lado izquierdo, y ademas el binomio del lado derecho,

de tal manera que uno de los factores sea el coeficiente de x.

S. Compara la forma ordinaria (y - k)2 = + 4p(x — h) con la ecuacién que obtuviste. Deberés obtener
el valor de p y las coordenadas del vértice.

6. Grifica la pardbola correspondiente a la ecua- - 0
cién 2y? — 16x + 20y +82=0 X

Determinacién de los elementos de una parabola a partir de su ecuacién
general y graficarla.

Al transformar una ecuacion de la pardbola de su forma general a la forma ordinaria, el objetivo es deter-
minar el valor de p y el vértice de la pardbola.

Ejemplos
1. Estudia con atencién el procedimiento completo para la ecuacién presentada en la actividad ante-
rior:

Estado inicial: 292 — 16x+20y+82=0
Dividiendo ambos lados entre el coeficiente del 2% - 16x+20y+82
término cuadrético, en este caso 2: > ey

y2 -8x+10y+41=0

Agrupa los términos en y (término cuadratico) y

pasa a la derecha los términos restantes: y?+10y =8x-41
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Suma a cada lado el cuadrado de la
mitad del coeficiente de y:

Simplifica el lado derecho:

Factoriza el trinomio cuadrado perfecto del lado
izquierdo, y ademés el binomio del lado dere-
cho, de tal manera que uno de los factores sea el

coeficiente de x.

Esta ecuacion es de la forma
(y-k)?=4p(x-h), porlo quela
grafica es de la forma:

Comparando la ecuacién obteni-
da con la forma ordinaria:

2
y? + 10y + ;i = 8x—41+( 10

y2+ 10y +25= 8x—41+2S

y2+10y+25= 8x-16

\_V_/ L\/*/
(y+5)2=8(x-2)

)2

Por tanto, la ecuacién 2y2 - 16x + 20y +82 = 0 representa a una parabola horizontal con Vértice V(2, -5),

P =2 que se abre hacia la derecha.

4 unidades arriba del foco
Ir=8 /’

4 unidades abajo del foco

Las coordenadas del foco se ob-
tienen al desplazarse dos unida-
des a la derecha del vértice:
F(-3,2)

uY
"
LA
/,
,/
,/r 4111 =5l
. — T ES A
A4
/[
e ( \
*_ ISR
21 = SI\ 4
N
\\n A Ql
=7 7
\\
=~
T~




Actividad 12
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Resuelve:

b) Localiza la directriz y determina su ecuacion.

e e

* Aspecto a evaluar: Participacion en clase |

I

1

e Evidencia: Trabajo colaborativo

i ® Competencia o atributo a evaluar: 8.1

b e e e e e e e e - —

a) Verifica que los puntos V' (2,-5), L (4,-1) y R (4, -9), satisfacen la ecuacién ordinaria
(9 +5)?=8(x-2) yla general 292 — 16x + 20y +82=0.

|

I
1

2. Las siguientes ecuaciones representan parabolas. Halla en cada caso las coordenadas del foco y del
vértice, y la ecuacion de la directriz. Representa en un sistema de coordenadas cada paribola.

2)y2 +4y+4x =0
b)y? -8x=0

Solucion

a)y? +4y+4x =0

Debemos convertir la ecuacién a la forma ordina-

ria:

Estado inicial:

Observamos que el coeficiente del término
cuadrdtico es 1, por lo que no se necesita hacer
la division. Procedemos a dejar en el lado
izquierdo los términos que corresponden a la
variable de segundo grado ( en este casoy) y

completamos cuadrados:

Esta ecuaci6n es de la forma (y - k)2 =

—4p(x - h), porlo que la grifica es de la

forma:

Comparando la ecuacién obtenida con
la forma ordinaria:

Por tanto, la ecuacién y? + 4y + 4x = 0 representa a una parabola horizontal con vértice

c)x2 —10y-10=0
d)2x? - 12x+3y-9=0

(y- k)= d4p(x—h)
Y2 +4y+4x =0
2 +4y=—4x
4 2 4 2
y2+4y+(7) =-4x+(?)

Y2 +4y +4=—4x +4
(y +2)2 =—4(x-1)

F V(hk)

(yt2))2=4 l(x-1))
.
k=-2 P po

V(1,-2), p = 1 que se abre hacia la izquierda.
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/ 2 unidades arriba del foco ~

Ir=4

@

2 unidades abajo del foco

= |~

N\

Las coordenadas del foco se obtienen al des- =2

plazarse una unidad ala izquierda del vértice: 1

F(0,-2)

Laubicacién de la directriz se obtiene al des-

plazarse una unidad a la derecha del vértice,

lo que origina la ecuacién: x = 2, 0 x-2= 0.

b) y2-8x =0

Solucién Esta ecuacién equivale a 2= 8x por lo que es de la forma
y?=4px, cuya grafica es una pardbola horizontal con vértice
en el origen que se abre a la derecha.

Comparando la ecuacién dada con la ecuacién tipo:

y2—4x
y2= 8

-+

—

L

=2 YA
p — 8— = 2
4
Las coordenadas del foco se obtienen al desplazarse )/
dos unidades a la derecha del vértice: /
E(2,0)
V(0,0
La ubicacién de la directriz se obtiene al despla- C \\
zarse dos unidades a la izquierda del vértice: . \\

e
5]

x=-2,0x+2=0.

R i ¥ e e

o ls

4 unidades arriba del foco
Ir=8 e

1e¢

i H
L

4 unidades abajo del foco
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c)a? -10y-10=0

Solucidn Debemos convertir la ecuacién a la forma ordina-
ria:

Estado inicial:

Observamos que el coeficiente del término cuadra-
tico es 1, por lo que no se necesita hacer la divisién.
Procedemos a dejar en el lado izquierdo los tér-
minos que corresponden a la variable de segundo
grado (en este caso x) y completamos cuadrados:

x? =10y +1

En este caso, puesto que no aparece el término
lineal de x, no se necesita completar ningtin
trinomio.

0

(e~ k2= 4p(y~ )

x? -10y-10=0

(x+0)2=10(y +1)

Esta ecuacion es de la forma (x - h)2 = 4p(y- k), por \ F/

(v

- k

+1

lo que la grifica es de la forma: l V(ik)
= V2 o

Comparando la ecuacién obtenida con (4= )=z

la forma ordinaria: (£+d )2=[10

O

Por tanto, la ecuaci’éon Lo l.Oy -10 =’0 lre- h=0; 4p =10; k=1
presenta a una pardbola vertical con vértice 105
v(0,-1), que se abre hacia arriba.
S
=—=25 Y
F 2
Las coordenadas del foco se obtienen al ;
desplazarse 2.5 unidades arriba del vértice: \
F(0, 1.5) N : 1
B |
La ubicacién de la directriz se obtienen al N IRy T
desplazarse 1.5 unidades abajo del vértice: (JIR TEEE '? i '% (s, 11.5)
y=-3.50y+3.5=0. < #..-/’J =
(01
Sunidades ala Dirbcirizl v 3 K2
Ir=4(2.5) = 10 /' derecha del foco .
Sunidadesala

izquierda del foco
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d)2a? - 12x+3y-9=0

Solucion

Estado inicial:
Dividiendo ambos lados entre el coe- 2x2 - 12x+3y-9=0
ficiente del término cuadritico, en este
caso 2: 22 - 12x+3y-9
2 )
q —6x+iy -2
Agrupa los términos en  (término cuadratico) y 2 2
pasa a la derecha los términos restantes: a2 — b = -2 y + 9
2 2
Suma a cada lado el cuadrado de la mitad 52— 6 +9 = _iy +2 49
del coeficiente de x; simplifica el lado 2 2
derecho:
B 395~y & 2EAD
2 2
: A 5 _ 3 27
Factoriza el trinomio cuadrado perfecto dellado &2 -6x + 9 = ——y + =

izquierdo, y ademas el binomio del lado dere-
cho, de tal manera que uno de los factores sea el (x—3)? ___S_(y ~9)
coeficiente de y. )

Esta ecuacién es de la forma (x - h)2 = - 4p(y- k), I
V(hk)

por lo que la gréfica es de la forma:
/TN

Comparando la ecuacién obtenida con

la forma ordinaria: (af-h] )2 5-4p|G[- k)
(x=3])2=F-310l9))
2
~h=-3; _4p=-3; -k=-9
h=3 2 k=9
P=i
8

Por tanto, la ecuacién 2x2 — 12x + 3y — 9 = 0 representa a una parabola vertical con

Vértice V(3,9),p= 3 que se abre hacia abajo.
8
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Las coordenadas del foco se obtienen al desplazarse

% unidades abajo del vértice: F(3,9 - i)
8

Directriz} 8y 47530

0 F(3, _582) o F(3,86)

o . Y/ 0
La ubicacién de la directriz se obtiene al / \

desplazarse 3 de unidades arriba del vértice: / \\‘
8

y=9+i=72+3 =£

8 8 8
O bien, 8y=75,68y-75=0

B

]

PR

0.75 de unidad ala

Ir=4 (_:’l, )= 18_2= 1.5 /! derecha del foco
8

—
—
e

0.75 de unidad ala
izquierda del foco

I e Aspecto a evaluar: Subproducto i
5 a 4 EJERCICIOS 1 o Evidencia: Reporte escrito de resolucion de ejercicios y problemas :

1. Dadaslas siguientes ecuaciones, investiga si representan una pardbola y en caso positivo, determina !
las coordenadas de su vértice, foco, la ecuacién de la directriz y traza la grifica

a. y2 -20x=0. f y2 -8x+32=0. k.y=-«% +12x
b. 2 +3y=0. g x2 +y2+4y=0. Ly=a? +2x+1
c.y?-8x-6y+9=0 h.x? -5x-3y-8=0 m. y=a2 —2x+1
dx?2-6x+4y-3=0 i-y% -32x=0.
e.3x? +18x-4y+27=0 jo—x2 —y=0.
V.
desmos

2. Abre Desmos o Geogebra; escribe cada una de las ecuaciones del ejercicio 5.4. y compara tus grafi-
cas con las obtenidas con el software.
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L. Intersecciones: recta con parabola, parabola con pardbolay
"~ parébola con circunferencia
Al igual que con la circunferencia una linea recta cortaré a una parabola en dos puntos, la tocard en un
solo punto o no tendrd contacto con la curva. Dos pardbolas se pueden intersectar cuando mucho dos

veces. Un circulo yuna pardbola se pueden cortar cuando mds en cuatro puntos. Los siguientes diagramas
ilustran algunas de estas posibilidades: A

Y Y

Ejemplos
Determina los puntos de interseccién entre las curvas:

a) y2 —4y-8x+12=0,y=x -S§.
b)y? =4x, x2+y2 -6x-6=0

Solucién | a) y2 —4y-8x+12=0,y=x - 5. =

Actividad 13 7 //

Comprueba que las graficas correspondientes A
a estas ecuaciones son las mostradas: /

#t ‘r

Ahora, busquemos los puntos de interseccion

resolviendo el sistema formado por ambas X

ecuaciones:
y2 —4y-8x+12=0 (1) % =3
y=x =5 (2) &

Sustituyendo (2 ) en (1) se obtiene:
(x-5)% —4(x-5)-8x+12=0

Realizando las operaciones algebraicas:
x2 —10x+25-4x+20-8x+12=0.
x2 -22x+57=0

Comprueba que las soluciones de esta ecuacién son: &, =3 y x,= 19.
Para obtener los valores de y, sustituimos estas soluciones en la ecuacién (2 ):
Parax; =3 —> y;=4,-5=3-5=-2

Parax, =3 —> y,=%,-5=19-5=14

Por lo que la recta intersecta a la parabola en los puntos (3, -2) y (19, 14).
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b)y? =4x, x2+y? -6x-6=0 AY

Actividad 14

Comprueba que las gréficas correspondientes a

estas ecuaciones son las mostradas: =T Wi
P
; ; A ™
Resolviendo el sistema formado por ambas ; \
ecuaciones: { } >
y? = 4x (1) S / 4
x2+y2-6x-6=0 (2) e
=
Sustituyendo (1) en (2 ) se obtiene: —

x2 +4x-6x-6=0

Obien: 2 -2x-6=0

Resolviendo:

-bx /b>-4ac _ -(-2)+ /(—2)2—4(1)(—6)
2a - 2(1)
2+ 4+ 24 2+)/28

2+ )/ 4x7
- = = =1+ /7 =1+2.65
2 2 2 l/_

De donde: x, = 3.65 y x, = 1.65

Sustituyendo los valores de x en la ecuacién (1) se obtiene.

Parax, =3.65 —> Y4 = 4%3.65), — > y,;=% 146 =+382
Parax, =-1.65—> Yy, =4

Entonces, la pardbola y la circunferencia se cortan en los puntos (3.65, 3.82) y (3.65, -3.82).

5 . 5 EJERCICIOS

e Aspecto a evaluar: Subproducto

1. Determina los puntos de interseccion de las pardbolas y las rectas dadas.

a) x2 =5y; 26—y~ 5=0. c) #2+ 6x—8y+25=0;x—y+3=0.

b) (y-4)? =4(x+1); 2x—y+6=0. b)y=(x+5)?; x~y+6=0.

2. Determina los puntos de interseccién de las siguientes curvas.

-1.65),—> y, =% I/ -6.60 — . No hay solucién real

e Evidencia: Reporte escrito de resolucion de ejercicios y problemas |

a) y2=4x; (x—1)2 +92=15 c) x2—2x—Sy—4=0; x2-2x+S5y—24=0

b) a2 — 2x—Sy+26=0; a2 - 2x+Sy+6=0 d) (x+1)2=-8y; (x+1)2+ y2=2
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2.0 Parabolay funciones cuadraticas

Actividad 15
Contesta correctamente:
a) ;Cual de las siguientes graficas representa a una funcién? Ty
A Y

AN NS o
NP SR

b) En general, jes (x - h)? =+ 4p(y - k), una funcién? Explica

c) En general, jes (y - k)2 = £ 4p(x - h) una funcién? Explica

d) La forma més general de una funcién cuadréticas es

e) Compara tus respuestas con lo sefalado a continuacién:

Las parédbolas con ecuacién (x - h)2 =+ 4p(y - k) son verticales, por lo que representan funciones
que resultan ser funciones cuadrdticas.

Puesto que una funcién generalmente presenta a la variable dependiente en el lado izquierdo,
despejemos a y de la expresién anterior:

(v~ hp=24p(y -1
(e-h) _

-k
+4p
(x-h)? ;
+4p 1E=)
(x—-h)?2 1
= == (x-h) +k
¥y Tap ik 5 (x-h)? +
Sin pérdida de generalidad podemos llamar g = %

Entonces: y=a(x-h)2 +k

Esta es la ecuacién de una funcién cuadrética que a su vez es una parabola vertical con vértice V(h, k).
Una caracteristica importante de una pardbola vertical, consiste en que es simétrica respecto a una recta
vertical que pasa por el vértice, es decir, el eje de simetria tiene por ecuacién x = h.

Con respecto al signo del pardmetro a, observamos que:

Sia es positivo, tenemos una parébola vertical con ecuacion (x — h)? = +4p(y — k), que se abre

hacia arriba.
Sia es negativo, es negativo, tenemos una parabola con ecuacién (x — h)?=-4p(y - k), que se abre

hacia abajo.
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a>0

V(h, k)
| =%

| Eje de simetria: x = h.

\

Y
)

|Eje de simetria: x = k.

El problema de la representacién grafica de una funcién cuadratica cualquiera, consiste en la determi-
nacion del vértice y del eje de simetria. Una vez conocida la coordenada «x del vértice, basta con tomar dos
valores de la x proxima a aquella, superior e inferior, y construir la tabla hallando los correspondientes

valores de la variable dependiente.

Ejemplos
1. Traza la gréfica de la funcién y = — 2(x — 3)2 + 4

Solucion
La ecuacién es de la formay =a(x—h)2 + k

Comparando obtenemos: ges negativa
h=3k=4
Por lo tanto, la ecuacién representa una parabola vertical

que se abre hacia abajo, su vértice es: V(3, 4) y el eje de
simetria pasa por x = 3.

Tomando dos valores vecinos a 3, y calculando los valores

respectivos de y, serd suficiente para trazar la curva.

Puntos vecinos

Vértice al vértice
_—

x [F3v]| 2 |4

I
y j4a 12 |2

S

Parax=2—> y=-2(2-3)2+4=-2(-1)2+4=-2+4=2 —> La curva pasa por (2, 2)

Parax=4—> y=-2(4-3)2+4=-2(1)2+4=-2+4=2 —» La curva pasa por (4, 2)

2. Traza la grafica de la funcién y = (x +3)2 - 2.

Solucién La ecuacién es dela formay =a(x - h)? + k

. XY
P9

Comparando: g es positiva, por tanto, la parabola se abre hacia arriba.

= (x|+3])2]|— 2
4 (( 2+ L obtenemos: —h=+3 —> h=-3
y = a(x|-

+k==2— k=-2
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Por lo tanto, el vértice de la parédbola es: V(-3,-2) y el eje de
simetria pasa por x = -3.

Tomando dos valores vecinos a -3, y calculando los valores
respectivos de y, serd suficiente para trazar la curva.

Puntos vecinos
Vértice al vértice
’I'\‘ ,—/\—\
X
x |]-3) -4 -2
| |
y N\-2]| -1 -1
\._f

Parax=-4 —>y=(-4+3)2-2=(-1)2-2=1-2=-1
Parax=-2—> y=(-2+43)2-2=(1)2-2=1-2=-1

Actividad 16

Representar la gréfica de las funciones con ecuacién :
a)y=(x-2)*+3 d)y=(x+35)2
b)y=(x-4)2-1 e)y=—(x+2)2+3
c)y=(x—4)> £y=-(x+4)2+2

— La curva pasa por (- 4,- 1)
—» Lacurvapasapor (-2,-1)

gly=- (x—4)
h)y=- (x+5)?2

Trazo de la grdfica a partir de la expresion y = ax* + bx + ¢

Cuando una funcién cuadritica se da en la forma y = ax? + bx + ¢, las propiedades de la gréfica no son
evidentes. No obstante, si esta funcién se transforma en la forma y = a(x - h)? + k, es posible aplicar
el procedimiento visto previamente. Para hacer la transformacién mencionada, debemos completar el

trinomio cuadrado perfecto.

Ejemplos

1. Traza la gréfica de la funcién y = % + 4x + 3.

Solucion | En primer lugar, escribamos la funcién de esta manera:

y=(x2+4x+2)+3

. 4y 42
y—[:x2+4x+(2 ) :I +3—(2 )
y= (x> +4x+4)+3 - 4
y=(x+2)2 -1

Sustituyendo el signo de interrogacion por el cuadrado de la mitad del coeficiente de x,
obtenemos un trinomio cuadrado perfecto. Sin embargo, recordemos que esto modifica
la ecuaci6n original, por lo que también debemos restar esta cantidad:
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Comparando esta ecuacién y= (x+2)? — 1, con \ /
y=a(x-h)? + k, obtenemos: Y
a es postiva \ /
h=-2,k=-1 \

Por lo tanto, la pardbola se abre hacia arriba, el vértice de la

pardbola es: V(-2, -1) y el eje de simetria pasa por x = -2. \\ ’//

O -
Tomando dos valores vecinos a -2, y calculando los valores S LY X
respectivos de y: (:3.0) 211)
Puntos vecinos
Vértice al vértice el

)‘h A

[ A

[2\[ -3 | -1

L=

\-1 /o |o

\—/

Parax=-3 —> y=(-3+2)2—1=(-1)2-1=1- 1=0 —» Lacurvapasapor (-3,0)

Parax=-1 —» y=(-1+2)2-1=(1)2-1=1-1=0 —> Lacurvapasapor (-1,0)

2. Traza la gréfica de la funcidon y = 2x% — 12x + 11.

Solucién

Obsérvese que el coeficiente de x? es diferente de 1. En estos casos, antes de completar
el trinomio cuadrado perfecto, debemos factorizar el coeficiente de x2 , inicamente en
los términos que contienen a la variable.
y=2x2— 12x+11
y=2(x2-6x)% +11
y=2(x2-6x+9) +11- 18

2x9
(5 y=tar=

Obsérvese que dentro del paréntesis agregamos 9. Sin embargo, debido al coeficiente
colocado antes del paréntesis, en realidad estamos agregando 2x9 = 18; por lo tanto,
también debemos restar 18. Entonces:

y=2(x2-6x+9) +11- 18
y=2(x-3)2-7

Se trata de una parabola que se abre hacia arriba, con vértice V(3,-7) y el eje de sime-
tria pasa por x = 3.

Tomando dos valores vecinos a 3, y calculando los valores respectivos de y:
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Y
Puntos vecinos
Vértice al vértice

—%
x | 3 \ 2 4 x=3

] l
y (71| -5 |- | 5 \ N

\ J/ | X

\
iy \
Parax=2 — ¥=2(2-3)2-7=2(-1)2-7= \

=2(1)- 7=-5 \ //

La curva pasa por (2, - 5) s r\\ f“ i
(2157 #=5
Parax=4 —> y=2(4-3)2-7=2(1)2-7=2-7=-5 v
La curva pasa por (4, - 5) V(3,-7)

P A . -
I

| © Aspecto a evaluar: Participacion en clase
Actividad 17 I e Evidencia: Trabajo colaborativo
[ e Competencia o atributo a evaluar: 81

,.
I
I
I
I
i
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
i
I
I
I
I
I
I
I
I
I

s

1. En cadauna de las siguientes ecuaciones, identifica las coordenadas del vértice, la ecuacion del |
eje de simetria y traza la grafica. :
a. y= (x-1)2-2 b.y=—(x+1)242 cy=2(x-3)2-1 d. y=a2+2x-1

2. Escribela ecuacién y = ax?+ bx + cenla formay = a(x - h)? + k.

Si escribimos la ecuacién y = ax? + bx + c en la forma y = a(x - h)? + k, obtenemos la siguiente f6r-
mula para el valor de h: P i
2a
Con esta féormula ya no necesitamos aplicar el método de completar el trinomio cuadrado perfecto,
cada vez que nos pidan la grafica de una pardbola de la que se conoce su ecuacién general. Asi mismo,
el valor de k es: b B
4a
Conocido el valor de h, puede resultar mas practico determinar el valor de k, sustituyendo aquel
valor en la ecuacién dada, que recordar y usar esta férmula para k.

Ejemplo
Determina las coordenadas del vértice de la pardbola cuya ecuacion es y = x> + 2x -1
Solucién | Dela ecuacién y = x% + 2x-1, obtenemos: a=1,b=2yc=-1

Por lo tanto: b 2

Recordemos que / es la x que corresponde al vértice de la parabola (lo simbolizaremos
como Xy), y k es la y del vértice (yy).

Entonces: x,=h=-1

yp=k= (~1)2+2(-1)-1=-2.

Por lo tanto, el vértice de la pardbola con ecuacién y = x2 + 2x — 1, es V(-1, -2
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5 o 7 Aplicaciones de las funciones cuadraticas

P o |
Sy minimos

a) Problemas dein 11

(]
——

Algunos problemas requieren la obtencién del valor minimo o méximo de una funcién cuadratica. Esos
problemas se pueden solucionar usando la forma y = a(x - h)? + k, que nos indica que el vértice de la
parédbola es (/, k). Este punto es el més bajo o el més alto de la pardbola, de acuerdo al signo de a. Cuan-
do a > 0, el vértice es el punto més bajo de la pardbola; cuando a < 0, el vértice es el mas elevado. Estos
puntos especiales serdn ttiles para resolver ciertos problemas de aplicacion.

Y a Y.k

\ /.
N/ X \
Vi) y=a(x-h)? +k,

=alx-h)? +k
< ( ) ’ o a<0 — > kesel valor méximo
a>0 ——» kesel valor minimo

V(h k)

S

Ejemplos

1. El propietario de una casa tiene 40 metros de alambre y desea
usarlos para cercar un jardin rectangular. Una pared de la casa ser4
utilizada como limite del jardin, porlo que sélo es necesario cercar ¥ x
los otros tres lados. ;Cudles deben ser las dimensiones del jardin
para que la cerca abarque la méxima 4rea posible? 40 - 2x

Pared de la casa

Solucién
En la figura se observa que los 40 metros de alambre sélo deben usarse para tres lados, dos de los cuales
son iguales. Si x representa la longitud de los lados iguales, el otro lado mide 40 - 2x.

Entonces, el drea en funcién de x estd dada por: A(x) = x(40 - 2x)
= 40x - 2x2
=—2x% +40x

Comparando esta ecuacién con f(x) = ax? + bx + ¢, obtenemos a = -2, b = 40, y ¢ = 0. A continuacién
determinamos las coordenadas de este vértice:

h=x,=-L=__40 __qo

v"72a " 2(-10)

k=y,=A(x,) = -2(10)2 + 40(10) = - 200 + 400 = 200
Entonces, el vértice de la parabola es V(10,200), y; puesto que a < 0, la parabola abre hacia abajo, por lo
que este vértice es un punto mdximo. Ademas, en el contexto del problema, este vértice es un punto de la
forma (x, A(x)), que nos indica que para x = 10 m, se obtiene un drea maxima de 200 m?2.

Las dimiensiones del rectingulo que proporcionan esta drea maxima de 200 m?2 son son:

x=10m, y
40-2x=40-2(10)=20m
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2. Si se arroja una pelota directamente hacia arriba con una velocidad inicial v, la altura t segundos des-
pués, es h(t) = vyt - get2 / 2 metros, donde g es la acelarcién de la gravedad. Si se lanza la pelota con una

velicidad de 32 m/sy g = 10m/s? (aprox.):

a) ;Cudl es la altura méxima que alcanza el objeto?
b) ;Cuénto tiempo tarda el objeto en regresar al suelo?
c) :En cudntos segundos llegara el objeto a una altura de 40 metros? (hay dos p051bles respuestas).

Solucidn

a) Para el valor dado de v, la ecuacién que relaciona la altura del objeto con el tiempo transcurndo t

es: h(t) =32t 10e£2 /2
=32t - 5%

Resuelve: En la cuadricula de la derecha, traza la
grafica de h(t) = 32t - 52
Comparando esta ecuacién con f(x) = ax? + bx +
¢, obtenemos a = -5, b = 32, y ¢ = 0. Entonces, las
coordenadas del vértice son:

h=t=-bt=__32__3;
2(-5)

k=t,=h(t,) =32(3.2) - 5(3.2)2

=1024-51.2=51.2

Entonces, el vértice de la parabola es V(3.2, 51.2),
y, puesto que a < 0, la pardbola abre hacia abajo,
por lo que este vértice es un punto mdximo. Ade-
mis, en el contexto del problema, este vértice es
un punto de la forma (t, h(£)), que nos indica que
parat=3.2s, se obtiene una altura maxima de 51.2
m.

b) El objeto toca el suelo cuando h es cero.
h(t) =32t- 582

0=232t-5¢2
0=¢t(32-5¢t)
t(32=5t) =
t=0 32-5t=0
32
f= =6.
. 6.4

Como el tiempo ¢ = 0 constituye el momento
del lanzamiento el objeto regresa al suelo cuna-
do t = 6.4 segundos.

c) En esta pregunta h = 40 m. Por lo tanto:
32t-52=h(t) =40

Reordenando:
—-524+32t-40=0

Resolviendo aplicando la férmula general:

Aprovechando que los coeficientes de la
ecuacion -5t + 32t — 40 = 0 se pueden di-
vidir de manera exacta entre 5, obtenemos:

=52 +32t-40 = 0

g =5 5 =5
-64t+8=0
= btV dac —-(-64) £ M(-6.4)2-4(1)(8)
2a 2(1)

= 64 £1/4096-32 _ 64 +/8.96
3 2

_ 64299  t;=47segundos
B 2 t, = 1.70S segundos

El objeto alcanza una altura de 40 m en dos mo-
mentros:ent=1.705syent=4.7s
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Al igual que datos que no estin exactamente alineados a una recta, pueden modelarse mediante una
funcién lineal, hay problemas que generan puntos no alineados que se pueden ajustar por medio de una
funcién cuadrética. Esto se logra aplicando el concimiento ya estudiado de dichas funciones.

Ejemplo 6k .
La siguiente tabla muestra el registro de accidentes enuna ciu- g /
: B s £ 250
dad. Estos valores se pueden ajustar una funcién cuadratica. k7 -/
‘5 200 N
3 150 \L//
| - 2 100
| 20 | 250 | 5.
| 40 10 |
|
' 0 20 0 60
e | 200 | o

(1) Suponiendo que una funcién cuadrética describe la situacién, encuentra el nimero de accidentes
como una funcién de la edad.

2) Utiliza la funcién para calcular el ntimero total de accidentes en los que los individuos con 16 afios
de dad se podrian ver involucrados.

Solucién
(a) Asumiendo que los datos (20, 250), (40, 150) y (60, 200) se pueden ajustar a una funcién cuadré-
tica, podemos sustituir sus coordenadas en f(x) = ax? + bx + ¢, donde x es la edad del conductor y
f(x) corresponde al ntimero de accidentes.
250 =0ae202 + be20 + ¢
150 = 3402 + be40 + ¢
200 =a«60% + be60 + ¢

Simplificando: 400a + 20b + ¢ =250
1600a + 40b + ¢ = 150
3600a + 60b + ¢ =200

Resuelve: resuelve el sistema.
La solucién de este sistema es: a = 3/16 = 0.1875; b =-65/4 = - 16.25 y ¢ = S00.
Entonces, la funcién f(x) = 0.1875x2 - 16.25x + SO0 es un modelo matemético de la situacién.

b) Para encontrar el nimero de accidentes para 16 afos. calculamos f(16).
£(16) = 0.1875(16)2 — 16.25(16) + S00 = 288 accidentes.

. e Aspecto a evaluar: Participacidn en clase
Actividad 18 ' e Evidencia: Trabajo colaborativo
b e . » Competencia o atributo a evaluar: 8.1

a) Encuentra la ecuacién cuadritica que se ajusta a la y— o it
curva adjunta. \ /
| b) Encuentra la funcién cuadrética que se ajusta a los \ /
| puntos (1, 6), (-2,3) y (3, 18) \ / Jo
| /™
|
|
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| ® Aspecto a evaluar: Actividad de evaluaci6n intermedia |
5z Evidencia: Reporte escrito de problemas resueltos sobre modelizacion matematica :
i ® Competencia o atributo a evaluar: 6.4,7.3,1y 3. 1

B e e e e e e e e e A e e S A e e e e e e e

INSTRUCCIONES: Resuelve los siguientes problemas, para evaluar lo indicado. En cada respuesta
se debe incluir el razonamiento seguido para llegar a la solucién.

PROBLEMARIO
INTERMEDIO

Problema 1. Los cables de un puente de suspension se
encuentran a 50 pies por encima del pavimento en las to- il
rres del puente y a 10 pies por encima de la misma al centro ® Tobie ‘
del puente. El pavimento sobre el puente tiene una longi- _l, —

. 200 pies
tud de 200 pies. A lo largo del puente se encuentran espa- |
ciados cables verticales cada 25 pies. Calcula las longitudes
de dichos cables verticales.

Problema 2. Una teoria de la fisica muestra que cuando un objeto se lanza hacia arriba con una velo-
cidad inicial vy, su altura aproximada estd dada por la funcién cuadratica s = —4.9¢2 + vt + h, en donde, h
es la altura inicial en metros y s es la altura en metros después de ¢ segundos de haberse lanzado el objeto.
Un cohete es lanzado hacia arriba. Al término de la ignicion tiene una velocidad ascendente de 49 m/s
y se encuentra a una altura de 155 m.

a. Encuentra la altura méxima que alcanzard y el instante en que lo hara.
b. Determina el instante en que toca el suelo.
c. Traza la grafica de la funcion.

Problema 3. Un faro de automévil tiene un reflector parabélico de 6 pulgadas de didmetro y 3 pulga-
das de profundidad. ;A qué distancia del vértice debe colocarse el bilvo luninoso?

Problema 4. En la linea lateral de un campo de futbol americano se instala un dispositivo para escu-
char lo que se dice en el centro de la cancha. Consiste en un plato parabélico con un micréfono en su
foco. El plato tiene 4 pies de didmetro y 16 pulgadas de profundidad. deduce una ecuacién de la pardbola
con su vértice en el origen del sistema de coordenadas, y que la curva se abra hacia la derecha. ;En qué
punto se debe colocar el micréfono?

Problema 5. Un negocio obtiene ganancias de $3,800 el primer dia, de $6,600 el segundo dia y de
$8,600 el tercero. El administrador dibuja los puntos (1, 3,800), (2, 6,600) y (3, 8,600).
a. Encuentra una funcién cuadrética que se ajuste a estos datos.
b. Utilizando la funcién, predice las ganancias para el cuarto dia.

Problema 6. El vataje de un circuito eléctrico estd dado por la ecuacién W= VI - RI2, donde Ves el
voltaje, R es la resistencia en ohms, e I es la corriente en amperes.
a. Determina la corriente que produce el vataje médximo para un circuito de 120 voltios con una
resistencia de 12 ohms.
b. Encuentra el vataje médximo producido por el circuito.

Problema 7. José tiene 100 metros de material para cercar un 4rea rectangular para que su perro se
ejercite. ;Cudl es el ancho del espacio que seré cercado del drea méxima?
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" EXAMEN 5 (PROBLEMARIO)

INSTRUCCIONES: Resuelve los siguientes pro-
blemas como preparacién para evaluar lo in-
dicado. En cada respuesta se debe incluir el
razonamiento seguido para llegar a la solucion.

Problema 1. Encuentra la ecuacién de una
pardbola que tiene un eje vertical y satisface las
condiciones dadas.

a. Vértice (0, -2), que pasa por (3,25)

b. Vértice (3, S), interseccién en 0 con el
eje X
Intersecciones con el eje X en 8 y 0, el
punto tiene coordenada y en 4.

Problema 2. Encuentra la ecuacién de la pa-
rabola que satisface las condiciones que se indi-
can:

Foco (0, 3), Vértice (0,0)

Foco (-4, 2), directriz x = -6

Foco (-4, 2), Vértice (-4, S)

Vértice (0,0), contiene a (-3, -4) y a
(=3,4)

Vértice (0,0), eje en el eje X, longitud
del lado recto: S.

Problema 3. Determina la ecuacién repre-
sentada por la grifica.

Aan o

2,4 YA

V(-1,-2)

Problema 4. Para cada pardbola, encuentra el
vértice, el foco y la directriz. después representa
graficamente.

a. (x+2)2=-6(y-1)

b.4y2 -4y -4x+24=0.

cxt-y-2=0

d.y=x2+6x-16

e.y?+12x=0.

I
I
I
I
5

e Aspecto a evaluar: Producto integrador de unidad
e Evidencia: Examen (problemario)
e Competencia o atributo a evaluar: 2 y 6.

Problema S. Encuentra el punto de intersec-
cibnde: y=x2+1, y x+2y=5

Problema 6. Escriba cada funcién cuadrati-
ca en la forma f(x) = a(x — h)? + k. Determina
el vértice, el eje de simetria, y el valor méximo o
minimo. Grafique f.

a.flx)=a2-3x+4 Db.flx)=-a22+2x-5

Problema 7. El promedio de precipitacion
mensual (en cm) en Seattle aparece en la tabla
siguiente. (Nota: No se da el promedio de abril.)

Mes Precipitacién (cm)
Enero 14.71
Febrero 10.21
Marzo 9.42
Abril

Mayo 432
Junio 3.71
Julio 1.96
Agosto 2.79
Septiembre | 4.37
Octubre 8.89
Noviembre | 15.16
Diciembre 14.76

Localiza en un plano coordenado los
puntos del promedio de precipitacién
mensual.

Modela los datos con una funcién cua-
dritica de la forma f(x) = a(x - h)? + k.
Grafica f en el mismo plano coordena-
do en el que localizaste los datos.

Usa f para pronosticar el promedio de
lluvia en abril. Compara tu pronéstico
con el valor real de 6.48 cm.




Elipsey

lipérbola

Proposito de unidad
Aplica los conceptos, ecuaciones y propiedades de la elipse y de la hipérbola, en la reso-
lucién de problemas teéricos o practicos, de una manera critica y reflexiva.

Indicadores de desempefio

+ Deduce la ecuacién ordinaria de la elipse y la hipérbola con centro en el origen.

+ Deduce la ecuacién ordinaria de la elipse y la hipérbola con centro fuera del origen.

« Determina la ecuacién ordinaria y general de la elipse y la hipérbola a partir de algunos de sus elementos o condiciones
dadas.

+ Determina los elementos de una elipse y de una hipérbola a partir de su ecuacién o de su grafica.

+ Determinala grifica de una elipse y de una hipérbola a partir de su ecuacién.

» Aplica sus conocimientos sobre la elipse y la hipérbola en la solucién de problemas.

+ Utiliza las tecnologfas de la informacién, para graficar elipses e hipérbolas conocidas sus ecuaciones.

Competencias disciplinares a evaluar Atributos de competencias genéricas a evaluar

2. Formula y resuelve problemas matemiticos aplicando 4.3 Identifica y evalia las ideas clave en un texto o discurso
diferentes enfoques. oral e infiere conclusiones a partir de ellas.

4. Argumenta la solucién obtenida de un problema, con 5.1. Sigue instrucciones y procedimientos de manera re-
métodos numéricos, grificos, analiticos o variacionales, flexiva en la biisqueda y adquisicién de nuevos conoci-
mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las icktes
tecnologias de la informacién y la comunicacién. 5.6. Utiliza las tecnologias de la informacién y comunica-

8. Interpreta tablas, grificas, mapas, diagramas y textos con cidn para procesar e interpretar informacion,
simbolos mateméticos y cientificos. 8.3 Asume una actitud constructiva al intervenir en equi-

pos de trabajo, congruente con los conocimientos y
habilidades que posee.
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Uno de los campos en que tiene mayor aplicacién el estudio de la elip-

se es en astronomia. Kepler, a principios del siglo XVI, dio a conocer

sus tres leyes acerca del movimiento de los planetas alrededor del Sol

en Orbitas elipticas.

Con respecto a la hipérbola, una de sus aplicaciones mds importantes N
se presenta en la localizacion de lugares. Si se registran los tiempos o5
precisos en los cuales el sonido de una detonacién alcanza dos ob-
servadores situados uno en cada foco (F, y F,) de la hipérbola, y se
multiplica la diferencia de tiempos por la velocidad del sonido, se ob-
tendrd la diferencia de las distancias de la detonacién a F, y F,.

- ==

Fuente de la onda

El siguiente problema muestra la utilizacién de la elipse:
de choque

Los cdlculos renales se pueden tratar utilizando un fragmen- ~ Cdlculo renal
tador ultrasdnico. Se coloca un electrodo en un foco de un
reflector eliptico que envia ondas de choque para demoler la
piedra renal en el otro foco. ;A qué distancia se debe colocar el
electrodo del cdlculo renal?

La actividad 1 consiste en que analices la solucién planteada. Una vez que termines el estudio de la uni-
dad vuelve a analizar esta actividad.

______________ —_ -

Aspecto a evaluar: subproducto

Actividad 1 ;
S e Evidencia: Autoevaluacion
Solucion Pl

La elipse que corresponde al reflector, cumple con lo siguiente:

Distancia del centro al vértice=a =10

Distancia del centro al vértice no principal = b =6

La distancia entre el electrodo y el célculo renal es la distancia entre focos = 2¢ =?

La relacién existente entre los pardmetros @, by ¢
de la elipse, estd dada por:

b b| N
Sustituyendo en esta expresion los valores de a y b: c ¢ F Vi
—
(10)2=(6)2+ ¢ a
100 =36+ c?
100-36 =¢?
64=c2 — 4 =64 =8 La distancia entre el electrodo y el cdlculo renal es de

2c=2(8)=16cm.
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6 ; 1 La elipse como lugar geométrico

En medicina, se usa un aparato llamado litotriptor para desintegrar «célculos> renales por medio de
ondas intra-acudticas de choque. El funcionamiento de este aparato es de la siguiente forma: se coloca
un medio elipsoide lleno de agua pegado al cuerpo del paciente. En el foco de esta parte del elipsoide se
pone un generador de ondas; el foco de la otra parte del elipsoide se debe localizar en estos «calculos>
y asi, al reflejarse las ondas en la superficie de la elipsoide de afuera del paciente, todas convergerdn en el
«célculo» y este se desintegrara.

Esta seccidn, te ayudara a comprender diversos términos sefialados en el parrafo anterior.

Definicién y elementos

La siguiente actividad te familiarizara con la propiedad mds importante de la curva llamada elipse.

Actividad 2

1. Sobre una superficie plana, sujeta con dos tachuelas los extremos de una cuerda de cualquier lon-
gitud, separados entre sf a una distancia razonable. Utiliza un lapiz para tensar la cuerda y desliza
el lapiz de tal manera que la cuerda se mantenga tensa.

La curva resultante se llama elipse. ;Qué dife-
’/ rencia encuentras entre la elipse y la circunfe-
/ — T —

rencia?
P
* .
\ g |
g T ~
T R s / e
Tl y.

{ ’_." ‘ \
2. SiF,yF, sonlos puntos donde se fijan las tachuelas y A es un pun- N B F |
to de la curva que trazaste, ;cual es la longitud de F, A + F,A ? ~ v

¢Por qué?

3. SiBesesotro punto dela curva que trazaste, ;cudl es lalongitud de
F,B+F,B? ¢Por qué?

4. En general, si P es un punto cualquiera de la elipse, ;como se rela-
ciona P con F,y F, yla longitud de la cuerda?
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Para establecer una definicion de elipse, de manera que nos permita determinar la ecuacién del lugar
geométrico de los puntos que cumplen ccon esa definicion, debemos involucrar a un punto genérico de
la elipse. Sea P(x,y) dicho punto. Por tanto, para determinar la ecuacién que define a la elipse, estable-
ceremos la siguiente definicién.

AY
: . P(x,y)
Una elipse es el lugar geométrico de los puntos
P(x,y) de un plano tales que la suma de sus distan-
cias a dos puntos fijos del mismo plano, es constante.
Los puntos fijos de la elipse se llaman focos. F, F, X

Completa: Sin importar en qué lugar sobre la elipse se encuentre el punto P, se cumple que:
PF1+PF2 =

Recuerda que PF, y PF,, son distancias no dirigidas (es decir positivas).

La figura de la derecha representa una
elipse en la que se pueden observar los
siguientes elementos:

« Elpunto C se denomina centro o punto medio de la elipse.
 Larectalque pasa porlos focos se llama eje focal.

« F, y F,representan los focos de la elipse. La distancia entre F, y F,, se denomina distancia
focal ysetiene queF,F,=2c; donde ¢ representa la semidistancia focal (distancia del centro a
cualquier foco).

« Larecta que contiene a los focos (recta focal), interseca a la elipse en los puntos VvV, que
se denominan vértices principales.

«  Elsegmento V} V, es el eje mayor o principal y sulongitud se denota por 24, donde a repre-
senta la longitud del semieje mayor (distancia del centro a cualquier vértice principal).

« Elsegmento B, B, que pasa por el centro de la elipse y que es perpendicular al eje focal, se de-
nomina eje menor, y los puntos B, y B, en los que este eje interseca ala elipse se denominan
vértices no principales.

« Elsegmento B, B, es el eje menor y su longitud se denota 2b, donde b eslalongitud del semie-
je menor (distancia del centro a cualquier vértice no principal). En general 0 < b < a.

« Lossegmentos V|V, y BB, son ejes de simetria de la elipse, perpendiculares entre sf.
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) :' o As,becfé a evaluar: Pa'rﬁ;:i'pa'cién'éﬁ ciasé'z
Evidencia: Trabajo colaborativo
Competencia o atributo a evaluar: 8.3

Actividad 3

Resuelve:

a) La elipse mostrada se llama elipse horizon-
tal. El punto C es el centro de la elipse, que en
este caso coincide con

b) Enunaelipse horizontal con centro en el ori-
gen los vértices principales y los focos estdn
en el eje b

c) Lalongitud del eje mayor es igual a

d) Lalongitud del eje menor es igual a

e) La distancia focal es igual a

f) Determina las coordenadas de los siguientes puntos:

Centro C(__, ) Vértice principal V, (__, )

Foco F, ( ) Vértice principal V, (___, )

I ) Vértice no principal B, (__, )

Vértice no principal B,(___, )

g) Laelipse mostrada se llama elipse vertical. El punto C
es el centro de la elipse, que en este caso coincide con

h) Enuna elipse vertical con centro en el origen los vérti-
ces principales y los focos estdn en el eje

i) Lalongitud del eje mayor es igual a

j) Lalongitud del eje menor esigual a

k) La distancia focal es igual a £

b b

I) Determina las coordenadas de los siguientes puntos:

CentroC(___, ) Vértice principal V, (__, )
Foco F, ( ) Vértice principal V, (___, )

FocoF, (___, )

Vértice no principal B, (___, )
Vértice no principal B,(___, )




MATEMATICAS IV s FUNCIONES Y GEOMETRIA ANALiTICA| IENUA

Valor de la constante de la elipse

Recuerda que sin importar en qué lugar sobre la elipse se en- "
cuentre el punto P, se cample que: PF,+PF, = constante. P(x,y)
A continuacién, veremos que, al asignar una longitud de 2a /
y 2¢ al eje mayor y a la distancia entre focos respectivamente, F, F, X

queda también definido el valor de la constante.

Para ello, supongamos que el punto P(x,y) ocupa la
posicién del vértice V.

Debe seguirse verificando que :

PF +PF, = constante.
Pero,
PF,=V/F, =

PF,=ViF,=

Sustituyendo y simplificando:

PF+PF,=a-c+a+c
=2a

Por lo tanto, para cualquier posicién de P(x,y) en
la elipse, deberd cumplirse que:

PF,+PF, =2a

Relaciones entre los parametros
abyc.

Revisemos ahora lo que sucede cuando P(x,y) ocupala S 7 a f
posicién del vértice no principal B,

PF,+PF,=2a (1)

Pero, teniendo en cuenta la simetrfa de la elipse, se cum-
ple que:

PF, - PF,

Por lo tanto, para que se cumpla (1), debe cumplirse que :

PF,=PF,=a
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Entonces, en una elipse podemos localizar un tridngulo rectin-
gulo con vértices B, Cy F, con los lados mostrados.

Aplicando el teorema de Pitdgoras podemos precisar las rela-
ciones entre a, by c:

F |
a?=b2 + ¢ !

Actividad 4

Resuelve:
1) Dela expresién anterior, despeja:
a)a
b) b

c)c

“l

2) Si,a=Syb=3,determinala semidistancia focal. Grafica la elipse

3) Indica las coordenadas de los vértices y de los 1 | (@
focos de la elipse mostrada en la derecha. 1] o)

X
A— 5 5 L

Lado recto

Como en una circunferencia o parébola, en una elipse pode-

mos trazar tangentes, secantes y cuerdas.

Actividad 5 &
&
&

Explica las caracteristicas de estos tres elementos.

La cuerda perpendicular al eje mayor, y que pasa por uno de los
focos se denomina lado recto.

La longitud del lado recto, se denota con I#.

( Llamaremos lado recto indistintamente a la cuerda y a su medi-
da). A cada foco le corresponde un lado recto, por lo que, la
elipse tiene dos lados rectos.

lado recto
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Excentricidad

Regresemos a la actividad de aprendizaje planteada al inicio de esta
unidad, la cual consistié en fijar una cuerda en una superficie plana
y trazar la elipse.

Actividad 6

Ahora, realiza los siguientes pasos:

a) Traza el eje focal, despega uno de los focos y acércalo cada vez
mis al otro foco; traza la elipses que se van formando.

b) ;Qué observas?

c) ¢Qué sucede cuando F1 coincide con F2?

d) ;Qué sucede con el valor de ¢?

e) ;Qué sucede con el valor de a?

f) Observa la siguiente secuencia de elipses en las que el valor
de ¢, se hace cada vez mds pequeiio. Sin embargo, todas las
elipses tienen el valor original de a.

4L£=_5'_7|L
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g) Analicemos los valores que toma el cociente €. Completa la tabla:

a

c a SHE

a

Elipse conc=4 4 5
Elipse conc= 2 2 S
Elipse conc= 1 1 s o
Elipse conc= 0.4 0 5
Elipse conc= 0

h) Al compararlas formas de las elipses y sus correspondientes valores de la razoén €, se observa que
a

al ir disminuyendo el valor de ¢, y por consiguiente el valor de la razén, la elipse es cada vez mas

i) Parac=0,larazén £_ es cero, y la elipse se convierte en una
a

Entonces, la forma de la elipse estd relacionada con los valores de a y de cy, por tanto, de la razén <€

, . " a
Esta razon se denomina excentricidad.

Al disminuir ¢ hasta cero, la excentricidad también disminuye hasta cero. ;Qué sucede si ¢ aumenta?
Observa la secuencia de elipses de la derecha y completa:

Elvalor minimo del cociente €_ es
a

El valor mdximo del cociente €_es b
a

(=}
ES

En resumen: e — =

La excentricidad e de una elipse es la | | |
razdn entre la semidistancia focal c y la | | |
longitud del semieje mayor a. ' | E= 4.8—1

|
| &
1
S
oo
s |
]

de longitud a.

S
e=L—  talqueO< e < 1
a | | | -

| | c=49 | e e
Sie =0, la elipse se transforma en una cir- ]E_ - ==
cunferencia de radio a. | |

| | |emdges ©pidond
Sie=1,laelipse se degrada en un segmento I | | a S

| [ ]
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Ejemplo

La Tierra describe en su movimiento de traslacién una trayectoria eliptica alrededor del Sol, que se
encuentra en uno de sus focos. Sabiendo que el semieje mayor de esa elipse mide 1.48x108 km y que la

excentricidad es e = é ~ 0.016 , determina las distancias mdxima y minima al Sol.

Solucién
La distancia mayor entre la Tierra y el Sol es:

FV,=a+c

La distancia menor entre la Tierra y el Sol es:
FV,=a-c

Necesitamos los valores de a y c.

Datos:
El semieje mayor mide 1.48x108 km
Entonces, a = 1.48x108% km

a+c

La excentricidad vale L ~0.016. Entonces, e= < = -L
62 a 62
Luego,
- a() = 1.48x108 LY 2.395x106
c=algy . (62 =2.395%
Porlo que:

F,V,=1.485x108 +2.395x106= 148.5x106 + 2.395x106 = 150.9%x106

F,V,=1.485x108 - 2.395x10%= 148.5x106 — 2.395x10¢= 146.1x106
La mayor yla menor distancia de la Tierra al Sol son respectivamente 1.509x108 y 1.461x108 km.

Nota: la érbita de la Tierra respecto al Sol (asi como la del resto de los planetas) es una elipse; pero una

elipse muy parecida a una circunferencia, es decir «muy poco achatada>, ya que e :glix 0.016 esun

valor muy préximo a cero. Como la distancia de la Tierra al Sol no sufre variaciones apreciables, esto
provoca que las variaciones climéticas en la Tierra no sean més acentuadas.
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0.4 Ecuacién de la elipse con centro en el origen

Consideremos la elipse con centro en el origen, y eje mayor sobre el eje X (elipse horizontal).

Si P(x, y) es un punto cualquiera de la elipse, verifica AY
que ésta tiene las caracteristicas siguientes: P(x,y)
b
« Centro en el origen C(0, 0) P O‘C
A
F,(-¢,0 X
« Focosen F,(c,0)yF,(-c,0) b (- 0) F,(c,0)
+ Relaciénentrea, byc: a2=0b*+ ¢ \
c Cc 1
a a

PF = [(x-c)2+ (-0 = f(x-c)2+y2 (1)
o PRy= [(x- (=02 + (-0 g fx+0)2+y (2)

Ahora, puesto que P(x, y) es un punto cualquiera de la elipse, entonces por definicién de ésta se cum-
ple que:

PF,+PF,=2a (3)
Sustituyendo (1)y (2) en (3):
\/(x—c)2+y1 +\/(x+c)2+y2 =2a

Esta es la ecuacién de la elipse mostrada.

Aplicando nuestros conocimientos algebraicos podemos transformarla en otra ecuacién més simple:

1. Aislemos uno de los radicales en el lado [(x-c) 2492 =2a- f( x+c)2+y2

izquierdo:

2. Elevemos al cuadrado ambos lados a fin de (x—c)2+y2= (Za - f( x+¢)2+y? ')z

eliminar el radical de la izquierda.

3. Desarrollando el binomio al (x-c)2+y> = 4a2- 4q ’Ex+c)2+y2 +(x+c)2+y2

cuadrado del lado derecho:

4. Aislemos el término que contiene al radical Az /(x+ 0) 2492 = 4a? + (x+c) 2+y3—(x— c) 2452
en el lado izquierdo:

S. Simplifiquemos el lado derecho: /( x+c)2+y2 = 4a? + x4 2ac+ A+y2— (a2-2xc+2) +

= 4a? +/+ 2xc+/+)»2/~,1{+ 2xc~}/+)/

=4a® +4xc
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6. Dividiendo ambos lados entre 4: a\’(x Fo) 242 = a+ac
7. Elevando al cuadrado ambos lados para eliminar o 2_ 5 2
el radical del lado izquierdo: (a/(z+)2 K4 )= e xC)z
@ [(x+c)2+p2] = (a%+ xc)
8. Desarrollemos los binomios al cuadrado de am- a2( a2+ 2xc+ 2+y2) = a*+ 2axc + x2 c2

bos lados:

9. Efectuando el producto indicado en el lado iz-

a?x?+ 2a%xc + a*ct+ a2y = a*+ 2a2xc + x2c2
quierdo:

10. Reduciendo términos semejantes: a?x2+ Za}{c + a¥c2+a¥y?= a*+ 2%: +a2c2

a%x2 + alct+a¥yt= at+ %22

11. Reuniendo al lado izquierdo todos los términos
en x? asi como los de y?, y en la derecha, los tér-
minos constantes:

a%x? — x2 2+ ay? = a* - a2

12. Factorizando los binomios subrayados: @ - x2c+a’y’= at-a’d
22 (a2 - 2)+ay?=a( a® - )
13. Recordemos la relacion: a? = b? + ¢2, de donde b2 = a2 — 2

14. Sustituyendo b2 = a? - c2 en la expresion obtenida en (12): x2b? + a’y’ = a?b?

15. Dividiendo ambos lados entre a2b?: xly-/ . /K[VZ /QM

" e "'/z{bzle

Hemos obtenido que: 2 L P

La elipse horizontal con centro en el
origen tiene por ecuacion: AY

x?. 2
= ] b

Esta ecuacion se conoce como ecuacion
canonica o estindar de la elipse.

Actividad 7 s 4 1

Resuelve:

a) Enlaecuacion anterior, ;qué representan x, y, ay b?

b) Enlaecuacién anterior, despeja la variable y.
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En forma aniloga podemos obtener la ecuacién para una elipse
vertical con centro en el origen.

La elipse vertical con centro en el origen tiene
por ecuacién:
2 2
L o R
2t = 1

Longitud del lado recto
El siguiente razonamiento te permitird determinar cudnto mide
la longitud del lado recto.

« Ellado recto es perpendicular al eje mayor y pasa por el
foco, porlo que la abscisa de L es ¢:

« Puesto que el extremo L del lado recto pertenece a la elip-
se, sus coordenadas (¢, y; ), satisafacen la ecuacion:

2
Sustituyendo (c, y;) en ;_22 e & l—bL; el o

b2 a b2
2
« Despejando y; : g 2 _@-2
b? az = g2
2 ) b4
Pero, b2 = a2 — 2. Entonces: % & I;—z — = =
a? a
b2

« Parax=c, existen dos valores de y: &+ 2
a

El valor positivo corresponde al punto L y el negativo
a su simétrico con respecto al eje X. Llamemos R a este
tltimo punto. Entonces, la longitud del lado recto es:

2 2 2
lr=LR= |LF,| + |F,R|= i— ; ‘;— 2

a
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Ejemplos
1. Determinar la ecuacién de una elipse horizontal con centro en el origen, con semieje mayor igual a
S,y semieje menor igual a 3.

Solucion

Con los datos traza un bosquejo de la elipse.

Se trata de una elipse horizontal.

2 2
. x
La ecuacién es de la forma: =t W R |

b2

Datos

: semieje mayor =S —s a=3 0
semieje menor =3 — b=3

La ecuacién buscada es:

R —ﬁ+—i=1
OO
O bien 92+ 2552

(25)(9)

=1 —» 9x2+25y2=(25)(9)
9x2 +--25_y2_"_ 295'=0 Ecuacién general de la elipse
Actividad 8

Resuelve:
a) Las coordenadas de los vérticesson: V, (__, ), V,(_,_ ),B,(_,_ ), B,(_,_ ),
b) Elvalor de ces:

c¢) Las coordenadas de los focos son: F, (__, ), F,(_,_ ).
d) Laexcentricidad de la elipse es:

2. Hallar la ecuacién de la elipse con los datos siguientes: V,(4,0), V,(-4,0) y 2b=6

Solucion

Con los datos traza un bosquejo de la elipse.

;Se trata de una elipse horizontal o de una vertical?

La ecuacion es de la forma: L: + P
a b? >

Datos necesarios: a y b.

Las coordenadas del vértice V,(4,0), nos indican que
a=4,y,de 2b =6, tenemos que b = 3.
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V,(4,0)>a=4

d=gsbu-t =3
2

) 2
La ecuacién buscada es: 5 ¢ —-3% =1> _6 —9L
O bien
M1 1 s 92+16y2= (16)(9)

(16)(9)
9x2+ 16y - 144 =0 Ecuaci6n general

3. Hallarla ecuacién de la elipse con los datos siguientes: V,(0, 6), V,(0, -6) y F,(0, 4)

Solucion
A

Localiza los datos e intenta decidir si se trata de una elipse *
horizontal o vertical
La elipse es
La ecuacién es de la forma: x; + P 1

b a2
Datos necesarios: ay b. 0 ;
Las coordenadas del vértice V,(0, 6), nos indican que
a=6.
Las coordenadas del foco F,(0, 4), nos indican que ¢ = 4.

Nos falta el valor de b, pero, sabemos que: b2 = g2 — ¢

Porloque b =Jaz —c2 =J36 - 16 = /20

2
La ecuacién buscada es: x2 2 A =1
(/o) © =177 0 " e
O bien
2V 3200 36x24205 = (20)(36)
20 .36 (20)(36)

36x2+20y2-720 =0 | Ecuacién general

T S ———— -, - oy

: » Aspecto a evaluar: Participacion en clase
i ® Evidencia: Trabajo colaborativo
: e Competencia o atributo a evaluar: 8.3

Actividad 9

método del ejemplo 3.

De la ecuaci6n obtenida, 36x% + 20y2 — 720 = 0, despeja la variable 3, v grafica la elipse mediante
el método de tabulacién. Utiliza al menos diez puntos. Tu elipse debe ser igual a la trazada con el '

[
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Dada la ecuacién de una elipse con centro en el origen, obtener sus elementos y
grifica

Ejemplos

1. La ecuacién de una elipse es 9x2 + 4y2 — 36 = 0. Determinar coordenadas de los vértices, la longitud
del lado recto, el valor de la excentricidad y trazar la grafica.

Solucion La ecuacion 9x% + 4y — 36 =0.se debe  ,2 2 K2y
transformar en alguna de las formas: 2 T T - o )
Sumamos 36 a ambos lados: 9x2+ 492 = 36
Dividiendo cada término entre 36: 92 A 42 36
36 36 36

Dividiendo localmente cada fraccion entre el coeficiente del término cuadritico respectivo:

%xz i}xz
+ =1 _p X il =1
36 " 36

EC

9 4 ¢
» x2 2
Puesto que a > b, la ecuacién es de la forma: 7t =1

a?

Tenemos entonces que la elipse es vertical, con: b2=4-b=2

a?=9->a=3

El valor de ces:

c=J2-b =9-4 = \/5_

Y
longitud del lad /13 (0,3)
i t. :
La longitud del lado recto es - 2(4) " 7 \
a— = 3— 2?".-;.." D / \
B,(0,-2 B|(0,2)
La excentricidad es: _c S "j(
g=— = —
a 3 \ /
Los vértices son: N\ /
N
V,(0,3), V3(0,-3), B,(0,2) y B(0, -2) RACED)
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L ) I e Aspecto a evaluar: Actividad de evaluacion intermedia '

rﬂ'ﬂ

Q « Z EJERCICIOS : e Evidencia: Reporte escrito de resolucion de ejercicios y problemas :
| o Competencia o atributo a evaluar: 4.3, 51y 8. :
L o v e e e e S M e e e e e e e e 4

1. Hallar la ecuacién de la elipse y trazar la curva en cada caso.

a) C(0,0), 2a = 10, 2b = 6, eje mayor sobre el eje X. d) v,(0,4), V,(0,-4), F,(0, 3),
b) C(0,0), 2a = 8, 2b = 4, eje mayor sobre el eje Y. e) V1(6,0), V,(-6,0), F,(4,0),
©) €(0,0), Vi(6,0), Fi(5, 0), £) €(0,0), V;(4,0), E,(3,0),

2. Determinar coordenadas de los vértices, la longitud del lado recto, el valor de la excentricidad y tra-
zar la gréfica de las siguientes elipses:
a) 4x2+ 25y = 100 b) 2542+ 16y% = 400 c) 25x%+ 4y2 = 100
d) 92+ 4y2 = 36 e) y2=50 — 2x2 f)2x2+4y2 =8

[}
I e Evidencia: Reporte escrito de exploracion con tecnologia 1
I

@ o Competencia o atributo a evaluar: 5.6 1
disiios T TIITT—————————— 3

\ / !« Aspecto a evaluar: Actividad de evaluacion intermedia :

3. Abre Desmos o Geogebra; escribe cada una de las ecuaciones del ejercicio 6.2 y compara tus grafi-
cas con las obtenidas con el software.

R

E R :
ELJ Elipses con centro fuera del origen

Elipses horizontales

Y r

El eje mayor de estas elipses es paralelo al eje X. A

, : , ; Y
En la figura, la elipse de trazos discontinuos tiene su centro en A
el origen del sistema con ejes XY. Por lo que, su ecuacion es: 4 //— N -

a? b2 k|

En la misma figura, la elipse de trazos continuos tiene su - —AT—~ e
centro en el origen del sistema con ejes X" Y. Referidaa ¢ (L) ) >
estos ejes, la ecuacién de esta elipse es: b et et X

x 2 + Y 3 =1 ( 1)

a? b2
Ahora, para determinar la ecuacién de esta misma elipse pero Y
con respecto al sistema con ejes XY, sustituimos en (1) las A —"b——
ecuaciones de transformacién ya conocidas: / //—T\

- g [Q b

-’ k | 1
y =y- k ] a a
= h)2 —k)?
con lo que obtenemos: ( ) + G-k =1 L >
- al b? Of — _ _ L X
] h
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Elipses verticales A Yp(x, )
El eje mayor de estas elipses es paralelo al eje Y. Y P(x,y)
De manera semejante al razonamiento anterior, observamos que: 4
La elipse de trazos continuos tiene su centro en el origen del siste- > € >
ma con ejes X " Y. Por lo que, su ecuacién es: I /TN ( X
s k
42 yE / \
R 1R :
PEI'O, x'=x-—h l\ O,r__;._h_,u— X
y =y-k \\ //
Sustituyendo estas expresiones en ( 1), obtenemos la ecuaciéndela
elipse referida a los ejes originales XY : (x-h) (y-k)
+ =1
b? a*
Resumiendo:
Tipo de elipse Griéfica Ecuacién
) AY P(x )
Horizontal con cen- i
tro en el origen: /_ C b AL
Q ’X az bz
Y P(x,y)
Horizontal con cen- 0 /_ﬁ‘ b
trc{u C(h, k.) fuera del ‘|' I'Kcu -
origen y eje mayor el | (W—HP (p—k)?
paralelo al eje X. " a 5 = &l
,L . a b
) SR—— F1
[ O h X =
AY " N
Vertical con centro H ?:;J’ )
en el origen: C b_"f + i =1
NI |
m b =
Y <
P(%, y)
a
Vertical con centro C - ' 5
C(h, k) fuera del 1 w-hp O-RF_,
b? a?
origen y eje mayor Kl
paralelo al eje Y. |
| Pl
O/!'—" — —ii — X
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Ejemplos
1. Obtener la ecuacién de la elipse que cumple con:
C(3,-4),a=5, b =23y eje mayor paralelo a X.

Solucioén

Con los datos traza un bosquejo de la elipse

Se trata de una elipse horizontal con centro fuera del
origen.

La ecuacién es de la forma:

(-hP G-k _

a? b2

Datos necesarios: h, k, ay b:

Datos:

hy k, son las coordenadas del centro:
C(3-4)>h=3
k=3
a=5b=3

Sustituyendo:
H Y (x—3)2 i @“(_4))2 =1
a? 32
(x_3)2+(y+4)2=1
25 9

Quitando denominadores y simplificando:

H\r

e €G3

(25)(9)[ (=20 +(y+_94)2:| =1(25)(9)

25

29)) 7(”'3)2 +(zs)(y5—?,—(”+4)2 =1(25)(9)

9(x-3)2+25(y +4)2=225
9(x2 - 6x+9)+25(y% + 8y + 16) = 225
9x2 — S4x + 81 + 2592 + 200y + 400 = 225

942+ 2592 — S4x + 200y + 256 =0
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2. Escribe la ecuacién de la elipse que cumple con: C(-2, 0), eje menor = 6y F(3,0)

Solucién AY

Con los datos traza un bosquejo de la elipse.

Se trata de una elipse horizontal con centro

fuera del origen.
La ecuacién es de la forma: @ o—>
by || Falo| X
(-2, G-kF _
2

Datos necesarios: h, k, a'y b:

Datos:

hyk, son las coordenadas del centro: C(-2,0) —» h=-2
k=0
efemenor=6 —> 2h=6
b=3
F(3,0)
Falta conocer el valor de a.

Observando los datos en el plano coordenado, obtenemos:

¢ = distancia del centro al foco = S

Entonces: EIRTIN)
=32+52=9+25=34
a=_[34

Sustituyendo en la ecuacién correspondiente:
(=22 (-0p _
2 32
(B49)

(e+2P 32
=+ —
34 9
| ® Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
5 I e Evidencia: Trabajo colaborativo !
Actividad 10 Lo Competencia o atributo a evaluar: 8.3 :

Verifica que la ecuacion general correspondiente a esta elipse es:
9x% + 34y% — 54x + 36x—-270=0
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Dada la ecuacién de una elipse con centro fuera del origen, obtener su grafica

Ejemplo

Representa en un sistema de coordenadas la elipse cuya ecuacién es
9x% + 16y>+ 18x — 64y - 71 =0

Solucion Debemos transformar la ecuacién en una de las formas ordinarias:
(s=h) G-k _ G- h) (k)
2 T =1 o + =1
a b2 b2 a2
Estado inicial: 942 + 16y%+ 18x — 64y - 71=0

1. Agrupalos términos en x, ylos términoseny, 9%+ 18x + 16y2- 64y="71
y pasa a la derecha el término independiente:

2. Expresar el binomio en ¥ como un producto de dos 9(x2+ 2x) + 16(y2- 4y) = 71
factores, uno de los cuales es el coeficiente de #2; y el
binomio en y como un producto de dos factores uno
de los cuales es el coeficiente de y2:

3. Completa trinomios cuadrados perfectos en x y en y: 911 Tox4

(a2+2x+1)+16(y2-4y+4)=71+9 + 64=144

4. Factoriza los trinomios cuadrados perfectos en x y en y: 9(x+1)2+ 16 (y-2)2=144

O(x+1)2  16(y-2)2 144
" y - = — _
S. Dividir ambos lados entre 144: 144 144 a1

x+1)? (y-2)2

6. Dividiendo localmente cada fraccién en- 9
. P -~ 4 =1
tre el c?eﬁc1ente del término cuadritico 144 144
respectivo: 9 —_—
16
x+1)2 -2)2
(=+D?  G-2°_
16 9
Hemos transformado la ecuacién general 9x2 + 16y2+ 184 -~ 64y -71=0,en (x+1)2 (y-2)2 g
-+ =
16 9
Y, puesto que a > b, la ecuacién es de la forma:
' P q ) (x—h)2+ (y_k)z_l

a? b2
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Por lo tanto se trata de una elipse

Comparando la ecuacién obtenida con la forma ordinaria: -h=1  -k=-2 a2=16 b2=9
h=1 k=2 p=%  b=3

Por tanto, la ecuacion 92 + 16y2+ 18x — 64y — 71 = 0 representa a una elipse horizontal con centro
C(-1,2), semieje mayor = 4,y semieje menor = 3

Actividad 11

Resuelve

a) Trazala elipse y determina las coordenadas de :

F( )
E( )
Vil , )
()
B,(, )
B( , )

b) Calcula la excentricidad y la longitud de los la-
dos rectos

A 2 EIERCICIOS | © Aspecto a evaluar: Actividad de evaluacion intermedia
V. EJERCICIOS ) Evidencia: Reporte escrito de resolucion de ejercicios y problemas
i © Competencia o atributo a evaluar: 4.3, 5.1y 8.

1. Hallarla ecuacion de la elipse con eje mayor paralelo al eje X, sabiendo que:

a)a=S5,b=2y C(3,1),2a=10 d)2c=3,e=3 y C(4,2)
S
b) 2a=10,2¢=8 y C(-1,0) ¢) 2a=20, 82% y C(2,2)
= = 3
c) 2b=24,2¢=10 y C(0,0) ) e=? y C(3,2)
2. Escribe la ecuacién de la elipse que cumple con:
a) F,(-3,0), F,(3,0) ya=4 c) B, (6,8), B,(6,-2) y V,(0,3)
b) C(5,3), B,(5,0) y V,(-1,3) d) a=7, b=2y C(0,0)
3. Representa en un sistema de coordenadas las siguientes elipses:
a) 92+ 16y2 = 144 e) x2+4y% + 10x -8y +37=0
b) 16x%+ 992 -32x + 18y +72 =0 f)9x2+y2-8y+7=0
c)3x2+4y>+ 126 -8y -32=0 g) 3x2+ 5y2-30x +10y + 65 =0
d) 1622+ 49+ 32x - 48y =0
| Aspectoa evaluar: Actividad de evaluacién intermedia |
, / .. e Evidencia: Reporte escrito de exploracion con tecnologia |
oS e Competencia o atributo a evaluar: 5.6 )
HEEIIGE o7 o T e e e g Ty o 1

]
i

4. Abre Desmos o Geogebra; escribe cada una de las ecuaciones del ejercicio 6.3. y compara tus grafi- |
cas con las obtenidas con el software.
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(/] Ei s
0.4 La hipérbola como lugar geométrico

Definicién y elementos

La definicién de una hipérbola es similar a la de una elipse. La diferencia consiste en que, en una
elipse, la suma de las distancias entre un punto de la elipse y los focos es constante, mientras que en
una hipérbola se mantiene constante la diferencia de esas distancias (distancias no dirigidas, es decir,
positivas).

La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos P (x, y) de un P(xy)
plano, tales que la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos
del mismo plano, llamados focos, es una constante menor que la
distancia entre los focos.

W

La figura de la derecha representa una hipérbola enla que se pueden
observar los siguientes elementos: PF, - PF, = constante

+ Elpunto C se denomina centro de la hipérbola.

« F, y F, representan los focos de la hipérbola.

o Ladistancia entre F, y F,, se denomina distancia focal
y se tiene que F,F, = 2¢; donde c representa la semidistancia
focal (distancia no dirigida del centro a cualquier foco).

« V; y V, sonlos vértices de la hipérbola.

. Elsegmento V, V, eseje de simetriadela hipérbola y se denomina
eje principal, eje transverso o eje real y se tiene que V,V, = 2a;
donde a es la longitud del semieje principal, semieje transverso o
semieje real (distancia no dirigida del centro a cualquier vértice).

o Elsegmento BB, que pasa por el centro de la elipse y que es perpendicular a ViV, esejede
simetria de la hipérbola (no la corta) y se denomina eje no principal, eje imaginario o eje
conjugado, y se tiene que B, B, = 2b;

s e= —;, se denomina excentricidad de la hipérbola y, puesto que 2¢ > 24, entonces ¢ > a, y por tanto

c
= = »]

i~

» Por analogia con la elipse se determinan los puntos B, y B,
de manera que B,V, =c.

- Entoncesen el ACV| B, que es rectdngulo en C se tiene:
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Actividad 12
AY

a) Comprueba, considerando la figura anterior que la constante
mencionada en la definicion de la hipérbola como lugar geomé- P(xy)
trico es la longitud del eje principal (2a), es decir, todo punto de
ella satisface: B

2 F, X
PE, - PF, = 2a

b) Lahipérbola mostrada se llama hipérbola horizon-
tal. El punto C es el centro de la hipérbola, que en
este caso coincide con

c) En una hipérbola horizontal con centro en el origen
los vértices y los focos estdn en el eje

d) Eleje principal o transverso es igual a

e) Eleje no principal o conjugado es igual a

f) La distancia focal es igual a

g) Determina las coordenadas de los siguientes puntos:

Centro C( ) Vértice principal V, (___,
FocoF,(__,__ ) Vértice principal V,(___,

Foco F, ( . ) B, (
B,(__,___
h) La hipérbola mostrada se llama hipérbola vertical. ¥
El punto C es el centro de hipérbola, que en este caso T
coincide con
E,
i) En una hipérbola vertical con centro en el origen )
los vértices principales y los focos estdn en el eje . ' 174
s .,
j) Eleje principal o transverso es igual a al B. C B, X
k) El eje no principal o conjugado es igual a . £
1) La distancia focal es igual a — 1F,
m) Determina las coordenadas de los siguientes puntos:

CentroC(___, ) Vértice principal V, (__,
Vértice principal V, (__,

)
)
B,(__,_)
)

B,(__,___

FocoF,(___, )

FocoF,(__, )
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Lado recto

Al igual que en la parabola y elipse, la cuerda per-
pendicular al eje mayor, y que pasa por uno de los
focos se denomina lado recto.

En la figuta LR y MN son lados rectos de la hipér-
bola.

La longitud del lado recto, se denota con I

Al igual que con la parabola y la elipse, llamare-
mos lado recto indistintamente a la cuerda y a su
medida. A cada foco le corresponde un lado recto,
porlo que, la hipérbola tiene dos lados rectos.

Asintotas de la hipérbola

Recordemos que si la distancia a una recta desde
un punto mévil de una curva tiende a cero, cuan-
do dicho punto se mueve en determinada direc-
cién, se dice que la recta es asintota de la curva.

En la figura, la distancia AB del punto A a la recta
BC tiende a cero, a medida que A se mueve en la
direccién BC. La recta BC es asintota de la curva.

Puede comprobarse que las rectas determinadas
por las diagonales del rectangulo de lados 2a 'y 2b,
como aparece en la figura, son las asintotas de la
hipérbola.

A partir de estas consideraciones, podemos hacer
el trazo de cualquier hipérbola.

Ejemplo

Trazar la hipérbola horizontal con centro en el origen tal

quea=2yb=1

Lado racto

e

Lado racto

e

24

Y

Solucién 1) Traza el sistema coordenado y a partir del centro de la hipérbola localiza los vér-

tices V, y V, midiendo dos a la derecha y dos a la izquierda. También localiza los
puntos B, y B, midiendo 1 hacia arriba y 1 hacia abajo.
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2) Dibuja el recténgulo que pase por V,V,,

B,yB,

3) Traza las asintotas, es decir, las rectas que %\\
pasen por el centro y por dos vértices del rec- =~

\

tdngulo.

ra/‘

\J

\
\

4) Trazala hipérbola siguiendo las asintotas. -

Actividad 13

Traza las hipérbolas horizontales con centro en el origen tal que:
a)a=3yb=1
b)2a=8y2b=6
c)a=6yc=10

65 La ecuacion de la hipérbola con centro en el origen

Hipérbola horzontal

Consideremos la hipérbola con centro en el origen, y eje mayor sobre el eje X (hipérbola horizontal).

Si P(x, y) es un punto cualquiera de la hipérbola, verifica

ue ésta tiene las caracteristicas siguientes:
q gu P(x, }')

o Centro en el origen C(0, 0)

« Focosen F1(¢,0)yF2(-c,0)

AY

Relacién entre @, by c: ¢ = a? + b?

o PE=fx-02+(y-0)> = (x-0) 2+y? (1)

o PR=J(x-(-0))2+ (1-0)2 = J(x+)2+y* ()

Ahora, puesto que P(¥, y) es un punto cualquiera de la hipérbola, entonces por definicion de ésta se

cumple que:
PF,-PF,=2a (3)

Sustituyendo (1)y (2) en (3):
\/(x—c)1+y2 —\/(x+c)2+y2 =2a

Esta es la ecuacién de la hipérbola mostrada.
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Ahora, siguiendo los mismos pasos aplicados en la
obtencién de la ecuacién de la elipse, podemos trans-
formarla en la ecuacién:

La hipérbola horizontal con centro en el origen

tiene por ecuacion:

S e
a b2

Esta ecuacién se conoce como ecuacién canénica o estdndar de la hipérbola.

Actividad 14

Contesta:

a) Enla ecuacién anterior, ;qué representan x, y, a y b?

b) ;Cudl esla diferencia entre la ecuacién de la hipérbola horizonatal con centro en el origen, yla de
la elipse horizontal con centro en el origen? ;Por qué razén se da esta diferencia?

En forma andloga podemos obtener la ecuacién para una
hipérbola vertical con centro en el origen.

La hipérbola vertical con centro en el origen tiene
por ecuacion:

a2 b2

Longitud del lado recto
El siguiente razonamiento te permitira determinar cudnto
¥

2 2
b X

mide la longitud del lado recto.
« Ellado recto es perpendicular al eje principal y
pasa por el foco, porlo que la abscisa de L es c:

«  Puesto que el extremo L del lado recto pertenece a

la hipérbola, sus coordenadas L(c,y,), satisafacen FZ(D

la ecuacién:
2 2
s W g
a2 b2
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2
Sustituyendo (¢, y;) en le S S R < /

a b2 a b2
2 2 3 5
« Despejando y, : ) P - W )
pPej L 2 3 1 =
o Pero, b= c2— a2 Entonces: ¥, b
B2 a2
4

b 2
Y= — — V=2 AT i
a 2 a

; 2
« Porlo tanto, para x = ¢, existen dos valores de y: =+ L
a

El valor positivo corresponde al punto L y el negativo a su simétrico con respecto al eje X.
Llamemos R a este tltimo punto.
Entonces, la longitud del lado recto es: AY

T \ L(e ) +—
Ir=LR=|LF)| + |[FiR|=—+ —= = ! %/ a
a

a a

Ir x
Fl("' G 0) 0

T

% A . O

Ejemplos

F, (c& b2

b2

a

L. Escribe la ecuacion de la hipérbola que tiene centro en el origen de coordenadas, eje principal sobre

elejeXya=3,b=2.

Solucién
Con los datos traza un bosquejo de la hipérbola

Se trata de una hipérbola horizontal.

La ecuacion es de la forma: a—“f = _JI:% =1 Y
Datos:
a=3,b=2.
La ecuacién bu;cada es:_ 2 "
e ks T X
O bien
4x? - 9y2

=1 4x2-9y2=(9)(4)

(9)(4)

42— 9y2-36=0
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Actividad 15

Resuelve:

a) Las coordenadas de los vérticesson: V, (__, ), V,(_, ),

b) El valor de ces:

c) Las coordenadas de los focos son: F, (_, ), F,(_, ).

d) La excentricidad de la hipérbola es:

e) Los lados rectos miden:

f) En la ecuacién 4x2 - 9y~ 36 = 0, de la hipérbola del ejemplo1, despeja la variable y, y median-
te la técnica de tabulacién determina diez puntos de la hipérbola y traza su grafica. Compara esta
tiltima grafica con la obtenida en el ejemplo 1.

2. Determina la ecuacién de la hipérbola con los datos siguientes: V,(4, 0), V,(-4, 0) y 2¢ = 10

Solucion
Con los datos traza un bosquejo de la hipérbola d
¢Se trata de una hipérbola horizontal o de una verti- : -
cal?
La ecuacién es de la forma: P
a? b2
Datos necesarios: a y b. S
Las coordenadas del vértice V;(4,0), y 2c= 10, nos X
indican que:
V,(4,0) —>a=4
26=10 o _5o0= 10 ¢
2

Nos falta el valor de b, pero, sabemos que: b2 = ¢2 - a2

Porloque: b=/c2-a2 =/25-16 =/9 =3
A L S ——9L2=1

La ecuacién buscada es: 7 32 16

O bien

2
2P 219 ge162- (16)(9)

16 9 (16)(9)
9x2-16y% — 144 =0

Ecuacién general
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Dada la ecuacién de una hipérbola con centro en el origen, obtener su grafica

Ejemplos
1. La ecuacion de una hipérbola es 942 - 4y2 — 36 = 0. Traza la gréfica.

Solucién

La ecuacién 9x2 — 4y% — 36 =0, se debe transformar en alguna de las formas:
2
a? b2 a? b2

Sumamos 36 a ambos lados: 9x2 — 4y? = 36

Dividiendo cada término entre 36: 9x2 4y _ 3_6 i
36 36 36
Dividiendo localmente cada fraccién entre el coeficiente del término cuadrdtico respectivo:

92 A

2
o W N
36 36 4 9

9 - l

La ecuacién es de la forma:

Tenemos entonces que la hipérbola es horizontal con: ~ @*>=4——>a=2

Para trazar la hipérbola, construye el rectingulo ¥
de lados 2a y 2b. Para ello, a partir del centro de
la hipérbola C(0,0) sitda 2 unidades a la izquier-
da y 2 a la derecha, con lo que se obtienen los
vértices V,y V,; a partir de estos sitia b = 3 uni-
dades hacia arriba y hacia abajo y asi se obtiene el
rectingulo deseado. Trazando las diagonales del
rectangulo y prolongdndolas lo necesario, obten-
drés las asintotas; finalmente traza la hipérbola., X
tomando como guias estas asintotas.

1. Hallarla ecuacién de la hipérbola y trazar la curva en cada caso.

2=9—»a=3

Y

| e Aspecto a evaluar: Actividad de evaluacién intermedia
e Evidencia: Reporte escrito de resolucion de ejercicios y problemas '

_________________________________ -

a) C (0,0), V1 (5,0),F1(6,0), c) V1(4,0),V2(-4,0),F1(6,0),
b) VI (OJ 3)1‘ V2 (01 “3)! F'I (O! 4)! d) C (01 O)J Vl (3) O)J F‘l (41 O);

2. Determinar coordenadas de los vértices, la longitud del lado recto, el valor de la excentricidad y
trazar la gréfica de las siguientes hipérbolas:
a) x2-9y2 =25 c) x2—4y2 =32 e) 2x2 - 5y2 =52
b) 4y2 - 9x2 =36 d) y2-4x2 =32 f) 4y% - 3x2 =12
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i,:‘ . O Hipérbolas con centro fuera del origen
De manera similaralos casos ya analizados de la pardbola yla elipse, se pueden obtener las ecuaciones de

la hipérbola cuando el centro estd fuera del origen. En el siguiente cuadro se presentan estas ecuaciones:

Tipo de hipérbola Grafica Ecuacién
Horizontal con cen-
tro en el origen: 2 _ ¥
a? b
B 3
A Y A
Horizontal con cen-
tro C(h, k) fuera del Y B, P(x,)
origen y eje principal _'Ef:'
paralelo al eje X. £ o—p7
|
k|
l
2 >
0=y 71 X
= —z
Ay
I
Vertical con centro P(x, ) a2 b2 1
en el origen: )
- Vield 5
G B, x
[ ]
JrY A

\ !@, )
Vertical con centro 1
2
C(h, k) fuera del 1 -~ S (- k) (x h)z -1
origen y eje principal /C"R

paralelo al eje Y.

o

l\

l
=

|
e
Y




Ejemplos
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1. Obtener la ecuacién de la hipérbola que cumple con:

Solucion

Quitando denominadores y simplificando:

C(3,-4),a=3,b =4y eje mayor paralelo a X.

Con los datos traza un bosquejo de la hipérbola.

Se trata de una hipérbola horizontal con centro fuera del
origen.

La ecuacién es de la forma:

(2=h)?  (y-1) _

a2 b2 1

Datos necesarios: h, k, ay b:

Datos:

hy k, son las coordenadas del centro: C(3,-4)——= h=3
k=-4
a=3,b=4

Sustituyendo:
(=32 G-(-9P _,
r &

(x-3)? (y+4)2~1
9 16

S<4¥

©)a6)[E=37 _ 04 ] -1 (9)(16)
9 16

(9ae) =3¢ —(9)(155/)%5)_1 ~1(9)(16)

?

16(x—-3)2-9(y +4)2= 144
16(x2 - 6x +9)— 9(y? + 8y + 16) = 144
16x2 — 96x + 144 - 9y* — 72y — 144 =144

| 16x2-9y> - 96x - 72y - 144 =0
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2. Escribe la ecuacion de la hipérbola que cumple con C(6, 1), 2b =10y F,(0, 1)

Solucioén 1
8
Con los datos traza un bosquejo de la hipérbola.
Considera que cada cuadro mide dos unidades. 8
Se trata de una hipérbola horizontal con centro 4
fuera del origen. 2 -
— 54— ] P P S 1
La ecuacion es de la forma: -8 -6 -4/ -2| 0|2 4| 6| 8 [10 [12] 14] 18| X
(x-h)? (y-k)? e 2
az b2 - 4
Datos necesarios: h, k, a'y b: =
Datos: -
hyk, son las coordenadas del centro: C(6,1) —> 2 = 16
2b=10 —>b=5 B
F,(0,1)—> Debemos localizarlo en el plano coordenado.
¢ = distancia del centro al foco = 6
Se necesita el valorde a. g2=¢2 - b2
=62-52=36-25=11
Entonces:
a2=1 —a=/11
Sustituyendo en la ecuacién correspondiente: (-6 (y-1)2
o aiies o =1

fu)y s
(x-6)> (-1 _

11 25

. * Aspecto a evaluar: Parhcmamon en clase |
v | e Evidencia: Trabajo colaborativo
__AM e Competencia o atributo a evaluar: 8.3

Verifica que la ecuacién general correspondiente a esta elipse es:

25x2— 11y2 - 300x +22y + 614 =0
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Dada la ecuacién de una hipérbola con centro fuera del origen, obtener su grafica

Ejemplo
Representa en un sistema de coordenadas la hipérbola cuya ecuacion es
Ix2—y2—-36x+4y+41=0

Solucién

Debemos transformar la ecuacién en una de las formas ordinarias:

(x-h)_ (y-k)> _ -k (e—h) _

a? b? L a b2 A
E inicial:
stado inicial 03—y~ 36x+ 4y + 41 =0
1. Agrupa los términos en «x, y los términosen y, y Ox2 —36x — y2+ 4y = — 41

pasa a la derecha el término independiente:

2. Expresar el binomio en & como un producto de dos 9(x2-4x) - 1(y2—4y) = - 41
factores, uno de los cuales es el coeficiente de a%; y
el binomio en y como un producto de dos factores
uno de los cuales es el coeficiente de y2:

Ox4 -1x4
3. Completa trinomios cuadrados
perfectos en x y en y: 9(a2—4x+4)-1(y2-4y+4)=-41+36 —4=-9
4. Factoriza los trm.om}os cuadrados perfectos 9(x-2)2-1(y-2)>=-9
enxyeny:

9(x-2)>  1(p-2)* _g __

S. Dividir ambos lados entre — 9: - —

-9 —=9 -9
(x-2)2 1(y-2)2
1 -9
Esta expresion es equivalente: (x-2)2 (y-2)2 i
i + —
1 9
O bien: (y-2)2 (x-2)2 .

9 1
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Hemos transformado la ecuacion general 942 — y2— 36x + 4y + 41 = 0, en
r-2)>  (-2)> _|

9 1
Esta ecuacion es de la forma:
(y-k)?* (x-h)> _ {
@
Comparando la ecuacién obtenida con la forma ordinaria: _p—_9  _p-_2 29 b2=1
k=3 h=2 a=3 b=1

Por tanto, la ecuacién 9x? — y2 — 36x + 4y + 41 = 0, representa a una hipérbola vertical con centro
C(2, 2), semigje principal =3,y semieje conjugado = 1

Actividad 17 Ay
a) Trazalahipérbola y determina las coordenadas de:
EC o, )
EC , )
il )
V2 ( ’ )
B.( , ) "
B, ( ) ) X

b) Calcula la excentricidad y la longitud de los lados
rectos

e e e e e e P e e e e -y

) O EJERCICIOS Lo Aspecto a evaluar: Actividad de evaILlJ?cién intermedia j
& CJER L Evidencia: Reporte escrito de resolucion de ejercicios y problemas |
i ® Competencia o atributo a evaluar: 4.3,51y 8. 1

__________________________________________

1. Hallarla ecuacién y grifica de la hipérbola con eje principal paralelo al eje X, sabiendo que:

a)a=3,b=21y C(1,3) d)2c=12,e=>- y C(-1,-2)
b)2a=6,2c=10y C(-2,0) e)2a=6, “% y C(-5,3)
c) 2b = 10, 2c=24y C(0,0) s

f)2b=8,e=2-y C(0,-5)

2. Hallar la ecuacién y grifica de la hipérbola con eje principal paralelo al eje Y, sabiendo que:
a)a=9, b=4y C(0,0) d)2a=16,~9=3i y C(-1,-3)

b)2a=8,2¢=10 y C(1,2) e) 2b=20,e=102y C(-4,8)

6
Q) 2c=12, e=—=-y C(3,0) f)2b=12,2a=16 e=2y C(-2,3)
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3. Escribe la ecuacién y traza la grafica de la hipérbola que cumple con:
a) C(0,0), F,(-5,0), y a=2

b) F,(4,-2), F,(4,-8) y V,(-1,3)
c)B,(6,8), B,(6,-2) y 2a=4.

4. Representa en un sistema de coordenadas las siguientes hipérbolas

a) x2-9y2 =25 e)4x2-y2 +2y-2=0
b)4x3——9y2+32x+36y-8=0 f)xl_yz_x+4y:0
c) 4> - 9x2= 36 g) 42— 4y2 2x +1=0

d) 2542 - 492+ 150x + 325 =0

___________ T . e

: e Aspecto a evaluar: Actividad de evaluacion intermedia ‘I

%g f 1 e Evidencia: Reporte escrito de exploracidn con tecnologia

W { ¢ Competencia o atributo a evaluar: 5.6 :

desmos

5. Abre Desmos o Geogebra; escribe cada una de las ecuaciones del ejercicio 6.6. y compara tus grafi-
cas con las obtenidas con el software.

6 ; 7 Ecuacion general de segundo grado y secciones cénicas

La circunferencia, la pardbola, la elipse y la hipérbola genéticamente tienen un origen comiin: son sec-
ciones planas de un cono circular recto (esto es, se obtienen de intersectar el cono circular recto con un
plano que no contiene al vértice del cono), de ahi que reciban el nombre genérico de secciones cénicas,
y cada una de ellas se origina en dependencia de la relacién con la posicién del plano y el eje del cono.

n
Antes de revisar la generacién de la secciones cénicas, debemos
comprender los elementos de un cono de revolucién.
Cono de revolucion de dos mantos es la superficie formada por |
todas las rectas que pasan por un punto P de una recta n y forman | 0
un dngulo O con dicha recta. P

Larecta n es el eje del cono, P su vértice, y las rectas que pasan por [
P, y forman al cono, son las generatrices de éste. |

Si el plano es perpendicular al eje del cono, la interseccién es una
circunferencia si corta a un manto del plano, o un punto si pasa

por el vértice. |
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Si el plano es perpendicular al eje del cono, la interseccién es una
circunferencia si corta a un manto del plano, o un punto si pasa
por el vértice.

Si el plano no es perpendicular al eje del cono, corta a todas las gene-
ratrices y sélo intersecta a un manto, la interseccién es una elipse.

Si el plano es paralelo a una generatriz y corta a todas las demds, la
interseccion es una parabola.
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Si el plano corta a los dos mantos del cono y no pasa por el vértice, la
interseccién es una hipérbola.

Si el plano pasa por el vértice, la interseccién es un punto, dos rectas
que se cortan o una sola recta.

N ;
/X7 X

Después de haber determinado varias ecuaciones de circunferencias, parébolas, elipses e hipérbolas,
se ha verificado que la ecuacion general de segundo grado con dos variables, y que corresponde a las

cénicas es del tipo
Ax?2+Cy?+Dx+Ey+F=0

en donde los coeficientes A, C, D, E y F son ntimeros reales cualesquiera, y determinan que la gréfica,si
existe, represente: una recta, una circunferencia, una parébola, una elipse, o una hipérbola; en casos es-
peciales la grafica puede degenerar en un par de rectas, una recta, un punto o el conjunto vacio.

o SiA=C=0,lagréfica es una recta.

Ejemplos:
2x+3y+7=0
Sx+1=0
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Si A = C#0,la grifica es una circunferencia, un punto o el conjunto vacio.

Ejemplos:
xX*+y =4
X+ yr=—4

2x2+2y°-8x—-4y- 40=0
»  Sialguno de los coeficientes cuadriticos es nulo, la grfica es una parabola, dos rectas paralelas,
una sola recta o el conjunto vacio.

Ciemplos; x2+8x-2y+10=0

Y2 —4x+2y-7=0
»  Si(A)(C) > 0,1a gréfica es una elipse, un punto o el conjunto vacio.
2542+ 16y2 =400
9x2+ 16y2 - 36x - 96y +36=0
«  Si(A)(C) < 0,1agréfica es una hipérbola o un par de rectas que se cortan.

Ox% - 16> - 72x + 64y - 64 =0

x2-4y2+4=0
T Aspectoaevaluar: Participacion en clase :
o i ® Evidencia: Trabajo colaborativo I
Actividad 18 | = Competencia o atributo a evaluar: 81 |

b o o o o o e - -i
Construye una tabla con cuatro columnas (una para cada una de las cénicas) y anota en cada una |

. - . - - . I
de ellas, todas las ecuaciones generales correspondientes obtenidas en lecciones anteriores. Verifica, '
para cada cénica, que los coeficientes de sus ecuaciones generales, cumplen con las condiciones
mencionadas en esta leccién.

Ejemplos
Identifica la cénica que representa cada una de las siguientes ecuaciones (asumiremos que no se pre-
senta ningun caso degenerado):
a) ¥2+y>—4x+6y+ 9=0
Solucion
Comparando: 4.5 Cy?+Dx+ Ey+ F=0 ~_ A=1yC=1;entonces A=C#0, porlo
Aty —dx+6y+ 9=0 /que, la ecuacién dada es la de una circun-

ferencia.
b) 4x2+9y2 - 16x+ 18y + 9=0
Solucién
Comparando: A=4yC=9;entonces AC=4(9) =36,y

Ax*+ Cy?+ Dx+Ey+ F=0 AC > 0, por lo que, la ecuacién dada es la
4x2+9y* - 16x + 18y— 11 =0 de una elipse.

c)y2-6y+4x— 11=0
Solucién
Comparando: A=0yC=1;laecuacién dada esla de

Ax*+Cy*+Dx+Ey+F=0 una parabola.
y2—6y+4x— 11=0
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a)4x2—-992 + 16x+ 18y — 29=0
y 34

Solucidn

Comparando: AxP & Cip 4 Dien By B=0 A =4y C=-9; entonces
) J; i \AC=4(-9)=-36,;£O,J;AC <0;la
=95+ [owt18y - 290 ecuacion dada es la de una hipérbola.

| ® Aspecto a evaluar: Actividad de evaluacién intermedia
* Evidencia: Reporte escrito de resolucion de ejercicios y problemas '
e Competencia o atributo a evaluar: 4.3,5.1y 8. I

==

©O. / EJERCICIOS

) )

I
I
I
I
L

1. Analizando los valores de A y C, identifica el tipo de cénica que representan las siguientes ecuacio-
nes de segundo grado.

a) &2 = 92— 4x + 36y 40 =0 f) S22+ 3y’ 15=0

b) 42+ y2+6x -3 =0 g)4x2-3y2 -12=0
c)y*—4x—4y+8=0 h) 22+ 8y =0

d) 1682+ 16y>— 168 + 12y - S1=0 1) >~ 6x+4y-5=0

e) 242 -5y + 8x — 20y +18 =0 j) 2+ 9y2— 4x + 36y ~40 =0

' Aspecto a evaluar: Actividad de evaluacion intermedia
. ® Evidencia: Reporte escrito de exploracion con tecnologia
e Competencia o atributo a evaluar: 5.6

desmos

2. Utiliza Desmos 0 GeoGebra: I
*  Abre Desmos o Geogebra; escribe cada una de las ecuaciones analizadas en los ejemplos de
esta seccién. Observa las gréficas y verifica lo que se afirmé en las soluciones en cada caso.
«  Ahora, en otro archivo del software utilizado, escribe cada una de las ecuaciones del ejercicio
6.7 y compara tus graficas con las obtenidas con el sofware.
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ROBLEMARIO)

NES: Resuelve los siguientes
problemas, para evaluar lo indicado. En cada res-
puesta se debe incluir el razonamiento seguido
para llegar a la solucién.

Problema 1. Encuentra la ecuacién para la
elipse que tiene su centro en el origen y satisface
las condiciones dadas.

a. Vértices V(£8,0), focos F(£S,0)
b. Vértices V(0,17), focos F(0,12)
. Focos F(13, 0), eje menor de longitud 2.
d. Excentricidad 3/4, Vértices V(0, +4)
e. Vértices (3, 0) y (=3, 0) y pasa por (2,
22/3).

Problema 2. Para cada elipse, encuentra los

vértices, los focos, y traza la gréfica:
a.25x% + 9y% + 150x -36y —+ 260 =0
b. 9x% + 25y% - 36x+ 150y —+ 260 =0
c4x?+9yr=1
e.y2+2xr=4.

Problema 3. Determina la ecuacion repre-
sentada por la grafica.

a. ALY

(]

/l

/

[ \

A 2a3

3,-1)

) X

>V1{4J' “2)

Problema 4. Trazalagrificadey =3+ 1-x%y
determina si se trata de la grafica de una funcién.
Encuentra el dominio y el rango.

Problema S. Trazalagrificade y=-3+/1-a2
y determina si se trata de la grafica de una fun-
cién. Encuentra el dominio y el rango

VZ [-21

T
N

Bz( ]-.p '3]

=

° Aspecto a evaluar: Producto integrador de unidad !

o Evidencia: Examen (problemario)
e Competencia o atributo a evaluar: 2y 6.

Problema 6. Encuentra la ecuacién para la
hipérbola que tiene su centro en el origen y sa-
tisface las condiciones dadas.

a. Vértices V(0,%1), focos F(0, +4)

b. Vértices V(£S,0), focos F(%8,0)

c. Focos F(0,%5), eje conjugado de longitud 4.
d. Vértices V(+4, 0) y pasa por (8, 2).

Problema 7. Para cada hipérbola, encuentra
los vértices, los focos, y las asintotas y traza la

gréfica:
G- 1
' 9 16
b. 4x%-9y? - 4x =36
c. x2-y2=16

d. 4x2-25y2-8x-100y-196=0

Problema 8. Determina la ecuacién repre-
sentada por la grifica.

a. AY
/
\ /
\
Fy V2 V:L F1 J
T ’:’
/ \
b. AY
\\ Fy L~
\\\ |~
Vi
0 7
v,
L — T~
L~ ™~
// E, \\




MATEMATICAS IV

e FUNCIONES Y

INSTRUCCIONES: Resuelve los siguientes
problemas, como preparacién para evaluar lo
indicado. En cada respuesta se debe incluir el
razonamiento seguido para llegar a la solucién.

Problemal. Aplicando las técnicas de la
discusion de curvas, traza la grifica de la ecua-
cién x2y + 4y — 24 = 0. A continuacién, utiliza
Desmos para el trazo de la gréfica. Compara tu
grdfica ocn la obtenida con el software y si hay
diferencias, trata de encontrar las razones por
las que no resultaron iguales.

Problema 2. La ecuacién de una funcién
cuadritica es f(x) = x% + bx + c.

Sif(1) =6yf(2)-f(3) =-12

;Cudl es el valor de f(7)?

Problema 3. En un laboratorio médico se
investiga el crecimiento de la bacteria que pro-
duce el colera. Para ello se coloca la bacteria en
una caja de petri con agua y componentes nutri-
mentales. En la grafica se representa el nimero
de bacterias durante las primeras 2 horas del ex-
perimento.

¢Cudl es la expre-
sién que relaciona el
nimero de bacterias
contra el tiempo trans-
currido?

O= NW AU O

1 2

Problema 4. El ntimero de bacterias en cier-
to cultivo aument6 de 600 a 1800 entre las 7:00
am. y las 9:00 a.m. Suponiendo que el creci-
miento es exponencial, resuelve las siguientes
cuestiones:

a) Determina una expresion para el ntime-
ro f(t) de bacterias t horas después de las
7:00 a.m.

b) Estime el nimero de bacterias del cultivo a
las 8:00 a.m.y 11: a.m.

c) Trazala gréficade fparaO<t<4.

Probema S. Encuentra el valor de x si
9x _ 9x-1= 1044

: ° Aspecto a evaluar: Productc integrador del curso
e Evidencia: Examen (problemario)
i ® Competencia o atributo a evaluar: 2,4 y 5

b e e o o e o o e e e e -

Problema 6. Un recténgulo estd inscrito en
un tridngulo isésceles, como se muestra en la si-
guiente figura. Exprese el 4rea Adel interior del
rectangulo en funcién de su altura y. Dibuja la
grafica de esta funcién. ;Qué valores de y corres-
ponden a la mayor 4rea rectangular?

Nl

12 cm

N

|<—— 10cm —=

Problema 7. Utilizando la grafica de la fun-
cién bdsica y = 3x y las reglas de desplazamien-
tos, traza la grifica de las siguientes ecuaciones.

ay=3x-2

b.y=3x-2

c. Utiliza Desmos para el trazo de estas grafi-
cas. Compara tu grafica con las obtenidas con el
software y si hay diferencias, trata de encontrar
las razones por las que no resultaron iguales.

Problema 8. Considera cualquier tridngulo
rectingulo con base b y altura , como el que
se muestra en la figura. Demuestra que el punto
medio de la hipotenusa P equidista de los tres
vértices del triangulo. Figura 1.

Fig. 1

Fig.2

Problema 9. El espejo para un telescopio re-
flector tiene la forma de un paraboloide (finito)
de 8 pulgadas de didmetro y 1 pulgada de pro-
fundidad. ;A qué distancia del centro del espejo
se colocard la luz entrante? Figura 2.

GEOMETRIA ANALITICA| PEER
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Problema 10. Los siguien- [ * L %
tes datos experimentales deter- | O | 13.10
minan el largo L (cm) de cierto | 1 | 14.32
resorte al estar sometido a una | 2 | 15.56
tensifon de x (kg). 3 116.82
a. Dibuja la gréfica correspon- | 4 | 18.04 >
diente mostrando cémo [ S | 19.30 x
varia la longitud correspon- | 6 | 20.58 Problema 16. El didmetero de un reflector
diente a la carga. 7 12188 | parabélico es de 12 cm y su profundidad 4 cm.
b. Dibtjese unarectaqueseael | 8 | 23.18 | [ 5caliza su foco.

mejor ajuste a los datos.

c. Determinese la ecuacién de la recta de me-
jor ajuste.

d. Utilizando la ecuacién encontrada, estime la
longitud del resorte para una carga de 15 kg.

Problema 11. El punto (6,1) es reflejado so-
bre la recta 2y — x = 6. Encontrar las coordena-
das de su imagen.

Problema 12. Dos rectas se cortan forman-
do un dngulo de 45°. La recta inicial pasa por los
puntos (-2.1) y (9, 7) y la recta final pasa por el
punto (3,9) y por el punto A cuya abscisa es 2.
Hallar la ordenada de A.

Problema 13. La interseccién de dos rectas
forman un vértice de un rectingulo 1x2. Un cir-
culo tangente a las dos rectas pasa a través del
vértice opuesto del rectdngulo. Si los interiores
del circulo y recténgulo no se traslapan, ;Cuan-
tas unidades tiene el radio del circulo?

Y A

\

Problema 14. Encuentra la ecuacién de una
circunferencia tangente a larecta3x —4y -4 =0
en (0, -1), y que pase por el punto (-1, -8).

>X

Problema 15. Una pardbola con ecuacion y =
ax? pasa a través de tres vértices de un cuadrado.
como se muestra. Si el drea del cuadrado es 18,
encontrar el valor de a.

Problema 17. Una parabola tiene 16 cm de
anchura a una distancia de 6 cm del vértice.
¢Qué anchura tiene a la altura del foco?

Problema 18. Un barco estd siguiendo un
curso que estd a 100 millas de una costa recta
y paralela a ésta. El barco trnsmite una senal de
auxilio que es recibida por dos estaciones de
guardacostas A y B, situadas a 200 millas una
de la otra, como se ve en la figura. Al medir la
diferencia en tiempos de recepcion de senal, se
determina que el barco est4 160 millas més cerca
de B que de A. ;Donde est4 el barco?

x

100 millas

A 160 millas —?B

Problema 19. Una torre de enfriamiento,
como la que se ve en la figura, es una estructura
hiperbélica. Suponiendo que el didmetro de su
base es de 100 metros y su didmetro més peque-
o de 48 metros se encuentra a 84 metros de la
base. Si la torre mide 120 metros de altura, cal-
cula su didmetro en la parte mds alta.
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